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第 一 章 ” 数 学 预备 知识 


在 这 一 章 中 ， 我 们 将 复习 一 下 作为 讨论 以 后 各 章 几 何 发 展 
基础 的 一 些 数学 概念 ， 其 中 大 部 分 是 天 多 数 读者 所 部 悉 的 .但 
是 ,我 们 将 从 许多 读 着 不 太 狼 悉 的 拓扑 和 上 映射 这 两 个 题目 开始 . 
这 样 做 的 主要 目的 是 为 了 能 精确 地 给 出 流 形 的 定义 ， 这 在 第 二 
章 一 开始 就 要 进行 论述 ， 丰 熟悉 拓扑 的 读者 可 以 先 跳 过 本 章 的 
最 初 两 节 ， 等 读 了 第 二 章 对 为 什么 要 引入 拓扑 有 了 足够 的 认识 
后 再 回 过 来 补 读 它 们 . 


1.1 RR" 空间 及 其 拓 扩 


"空间 是 道 常 的 % 维 向 量 代数 空间 ，R" 中 的 点 是 % 个 实 
数 的 一 个 序列 (er， zs，-…，wn)， 也 称 为 一 个 % 重 实 教 。 从 直观 
上 我 们 知道 这 是 一 个 连续 空间 , 即 在 B 中 存在 着 与 任何 给 定点 
能 任意 接近 的 一 些 点 ， 而 连接 任何 两 点 的 一 根 线 可 以 被 细 分 为 
任意 多 女 , 它们 也 连接 着 B* 的 点 这 些 概念 与 诸如 格 点 (所 有 
nn 重 整 数 ( 认 ， 名 ，…， 训 ) 组 成 的 集合 ) 所 具有 的 性 质 形成 对 照 , 
Rr* 中 的 连续 概念 通过 对 它 的 拓扑 的 研究 而 精确 化 . 名 词 “拓扑 ” 
在 数 举 中 有 两 种 不 同 的 含义 ， 我 们 现在 要 讨论 的 这 一 种 可 以 称 
为 局 部 拓扑 ， 另 一 种 是 整体 拓扑 ， 它 是 用 米 研究 空间 的 大 范围 
特征 的 ， 警 如 用 以 区 别 球面 和 错 环 的 那些 特征 ， 以 后 我 们 将 谈 
到 一 些 整 体 拓扑 ， 特 别 在 论述 微分 形式 的 那 ~ 章 中 ， 但 是 我 们 
首先 必须 简要 地 考 虐 一 下 骨 部 拓扑 . | 

这 里 的 基本 概念 是 B" 中 一 点 的 邻 域 ， 为 了 定义 邻 域 , 我 们 


| 


np 


先 引 入 RB? 中 任意 两 点 一 G4n) 和 了 = 人， …， 因 ) 之 
间 的 距离 函数 : 
dx, FI Ly) aye). 


‘1.4) 
RR" 中 点 的 一 个 半径 为 ? 的 邻 域 指 的 是 与 卫 的 距离 小 于 7 的 那 
x 些 点 访 ,:(Z} 的 集合 ， 图 1.1 纵 出 


?时 的 情况 . 空间 的 连续 性 现在 
就 可 以 通过 考察 一 些 非 常 小 的 邻 
域 来 更 为 精确 地 定义 , RR" 中 点 的 
一 个 集合 ， 和 如 困 其 中 每 一 点 都 有 
一 个 不 会 此 集合 中 其 他 点 的 邻 
。 域 , 则 该 集合 称 为 高 散 的 ， 显 然 ， 
1 R" 杯 身 不 是 离散 的 ， 对 于 B* 中 
轩 1.1 距离 函数 @K， 及 定 交 了 点 的 -- 个 集合 S, 如 果品 中 的 每 
2 一 个 了 
入 加 罗汉 办 的 加 级 的 内 部， 四 本 一 点 开 者 有 一 个 完全 被 包含 在 3 
身 不 属于 这 -一 邻 域 ， 中 揭 邻 域 ， 则 称 总 为 开 的 ， 显 然 
次 散 集 不 是 开 的 ,而 且 信 现在 开始 , 我 从 将 不 百 用 到 离散 集 ， 怀 
《简单 地 称 为 召 ) 中 开 集 的 一 个 简单 例子 是 ， 对 两 个 实数 4 和 8 
定义 的 ,满足 4<w<8 的 所 有 点 ”， 搞 懂 下 列 事实 是 重要 的 : 满 
足 w<sz<t 的 点 的 集合 不 是 开 的 , 这 是 因为 点 4=“ 的 邻 域 没 有 
一 个 能 全 部 被 包含 在 此 集合 中 “一 a 的 任意 邻 域 的 一 些 点 必定 
比 & 小 ,因此 存 雍 集合 和 外面. 图 1.2 说 明了 这 一 点 。、B* 中 任意 
会 适 的 “一 块 ”, 如 果 我 们 不 把 这 一 据 的 边界 考虑 在 集合 内 的 话 ， 
那 它 将 是 并 的 ， 当 然 , 这 是 一 个 非常 一 般 的 性 质 ， 
连接 中 任意 两 点 的 线 可 以 被 无 限 她 细 分 ;这 一 性 质 时 更 
精确 地 表述 如 上 下， 至? 中 的 任意 两 点 都 有 不 相交 的 邻 域 。《〈 它 科 
也 会 有 -一 些 入 交 的 邻 域 ,但 是 内 要 我 们 选择 足够 小 的 邻 域 ;我 们 


间 呈 和 


Es 至- 可 
一 上 一 -| 一 一 — 
衬 


1 i + ie 
图 1.2 上 Zea 的 任意 邹 域 必定 包括 左边 的 点 ,而 已 4 有 这 
的 任意 点 有 一 个 完全 在 & 的 右 过 的 邻 域 . 
就 可 以 使 它们 不 相交. ) 这 称 为 BR* 的 豪 斯 道夫 性 质 ， 有 可 能 构 
造 一 些 非 豪 斯 道夫 空间 ,但 是 就 我 们 的 月 的 来 说 , 这 样 傲 就 有 点 
多 此 一 举 了 , 因而 我 们 不 考虑 它们 ， 
注意 到 我 们 用 距离 蓝 数 4&(z，y) 定 义 了 邻 域 ， 从 而 定义 
了 开 集 .我 们 说 4(x, 了) 在 B" 上 诱导 了 一 个 拓扑 。 这 指 的 是 : 
QCx, 7) 使 我 们 能 定义 R" 的 并 集 , 它们 有 下 列 性 质 ， 
(TD 车 01 和 0s 是 开 的 , 则 它们 的 交集 Ou Os 也 是 开 的 ， 
《Tii) 任意 多 个 (可 能 有 无 限 多 个 ) 开 集合 的 并 集 是 开 的 . 
为 了 使 (Ti) 适 用 于 BR" 的 所 有 开 集 ,我 们 定义 空 集 (或 零 集 ) 
是 开 的 ,并 且 为 了 使 (Ti 或 立 ,我 们 同样 地 定义 BR* 是 开 的 ，( 在 
更 高 级 的 处 理 中 , 拓扑 空间 被 定义 为 一 些 点 的 集合 , 其 开 集 的 定 
义 满 足 CTD) 和 (mii)， 就 此 而 言 ,距离 函数 &Cx，7) 使 我 们 把 Be 
变 成 了 一 个 拓扑 空间 . ) 
至 此 我 们 必须 问 一 下 , 该 诱导 拓扑 是 否 密 切 依 赖 于 d(x, 了) 
的 精确 形式 ? 作为 例子 ,假定 我 们 用 一 个 不 同 的 距离 函数 
d'(x, ¥) = [im ya) +0. 1 (ws— ye’ 十 
+ (gm — ys) 2, {1.2) 
也 来 定义 邻 域 和 开 集 ， 对 于 gE 就 如 图 1.3 所 示 . 
关 健 的 一 点 是 按 tx, 了) 是 开 的 任意 集合 按 ax,y) 也 是 
开 的 , 且 反 之 亦 然 证明 这 一 点 并 不 难 , 这 是 依据 在 这 样 的 事实 
之 上 的 叉 的 任意 & 型 邻 域 包 售 一 个 全 部 在 它 之 中 的 必 型 分 域 ， 
且 反 之 亦 然 ， 也 即 纵 定 革 的 一 个 半径 为 e 的 & 型 邻 域 ,我 们 能 


二 忆 x 


图 1.3 ”距离 卫 数 iD 一 [4Cmr -区 2 图 1.4 在 吉 中 ,着 5<e, 则 半径 为 = 
十 (加 -的 习 7 定 尺 了 型 中 的 各 域 ， 它 ”的 一 个 区 部 域 ( 以 图 中 的 国 为 边界 ) 完 
是 以 铝 图 芋 (51 一 要 六 十 (2 一 掀 )? 一 ?2 为 边 ” 全 包含 一 个 半径 为 5 的 中 俐 城 (以 图 
办 的 椭圆 盘 的 内 前 和 图 1.1 中 一 样 , 该 1.3 中 所 定义 的 机 加 为 边 界 ) . 若 3> 
精 图 本 身 不 在 此 音域 之 中 。 2e, 则 包含 关系 反 过 来 


我 到 一 个 数 5, 它 小 到 使 得 并 的 半径 为 3 的 了 型 邻 域 完全 被 包 
含 在 前 者 之 中 (参看 图 1. 和， 因此 我 们 得 到 结论 : 按 dg(x，7) 定 
义 的 开 集 一 定 也 是 按 名 (x, 了) 定义 的 开 和 集 ， 且 反之 亦 然 .所 以 
我 们 说 & 和 两 者 在 R" 上 诱导 了 同一 拓扑 . 读者 可 以 证 明 函 数 


dX, ¥) =exp[ladtz, 了)] 一 十 (1.8) 
Ce FO max(|s — yl), | a — yal, yg | — yn | } 
{1 .4) 


也 诱导 出 向 一 拓扑 、 它 们 在 Bs 中 的 分 域 如 图 1 必 所 示 ， 因此 
虽然 我 们 从 通常 的 欧 几 里 得 距离 4Cx, y) 开始 讨论 ， 但 是 我 们 
定义 的 拓扑 却 并 不 十 分 依赖 于 台 的 形式 ， 这 个 拓扑 称 为 B* 的 
“自然 ”拓扑 ， 拓 扑 比 起 虐 离 来 是 一 个 更 为 “原始 "的 概念 ， 我 们 
并 不 需要 知道 点 之 间 的 实际 距离 ， 因 为 许多 不 启 的 距离 定义 部 
能 合用 . 我 们 所 需要 的 概念 仅 是 点 之 问 的 上 距离 能 被 分 得 任意 小 ， 
以 及 不 存在 两 个 不 同 的 点 , 它们 之 问 的 距离 为 零 


+ 昌 " 


5 ?| 


ta) {) 
图 1.5 (在 职 中 ,对 于 绽 定 的 半径， 由 高 函 球 dr 的 国 形 邻 
域 比 6 的 令 城 修 ， 岂 ”的 他 城 以 边 长 为 外 的 正方 形 为 边界 ， 

我 们 对 邻 域 的 上 述 定 义 是 依赖 于 一 个 特别 的 距离 函数 的 . 
但 是 因为 流 形 的 拓扑 比 任意 特定 的 距离 医 数 更 一 般 ， 因 此 “ 邻 
域 " 这 一 词 常 常用 于 不 同 的 意义 ， 我 们 会 感到 ,把 点 下 的 一 个 邻 
城 定义 为 包 合 含 有 三 的 一 个 开 集 的 任意 集合 是 方便 的 , “和 邻 域 ” 
的 会 义 是 什么 ,根据 上 下 文 应 该 清楚 . 


I.2 映射 


映射 的 概念 虽然 很 简单 , 但 由 于 它 在 后 亩 很 有 用 , 所 以 花 些 
时 间 来 讨论 它 是 适宜 的 ， 从 空 间 天 到 空间 六 的 映射 了 指 的 是 
一 个 法 则 , 它 使 一 的 一 个 元 > 与 丸 的 一 个 叭 一 的 元 % 对应. 在 
我 们 的 心目 中 对 映射 有 一 个 一 般 的 概念 (如 图 1.6 所 示 ) 是 有 好 
处 的 ， 吾 上 通 澡 的 实 信函 数 是 映射 的 一 个 最 简单 的 例子 。 函数 
了 全 五 中 前 一 点 z 与 也 在 吾 中 的 一 点 Fo 对 应 (这 表明 空间 
ML 和 加 不 必 是 不 同 的 . ) 在 图 1.7 中 用 通常 方法 夯 出 了 这 种 英 
射 ， 注 意 ; 此 映射 对 每 一 个 “给 出 一 个 唯一 的 了 (w)， 但 是 对 每 
一 个 (2) 不必 有 一 个 唯一 的 z， 在 图 1.7 中 ,2 和 wi 跌 射 为 同 
一 秆 ， 这 区 映 射 称 为 多 对 一 的 ， 更 一 般 地 , 如果 把 ii 映射 到 


罗 1.8 对 射 产 王 -> 的 图形 冲 示 . 图 中 而 出 了 3 六 )。 


入 ， 郑 么 ， 由 下 中 任 党 集合 
筷 中 的 点 遇 成 的 区 中 前 元 所 
构成 的 集合 T， 称 为 8 在 了 
下 的 象 , 记 为 (5S) . 反 过 来 ， 
集合 及 称 为 下 的 道 象 ， 记 为 
“1 < 六 31， 如 果 肌 射 是 多 对 一 
图 1.7 五 到 五 的 一 个 多 对 - -映射 ( 甸 数 。 的 , 则 交 的 一 个 点 的 道 旬 可 
能 不 是 开 的 一 个 单一 的 点 ,因此 从 丈 到 型 不 看 在 映射 了 二 因为 
每 一 个 映射 必定 有 一 个 唯一 的 象 ， 因 此 一 般 来 说 符号 六 :了 T) 
应 看 成 是 一 个 整体 符号 ; 它 不 是 卫 在 瑞 射 广 : 下 的 象 , 而 是 一 个 
称 为 广 !(T) 的 集合 ， 另 一 方面 ， 如果 了 (8) 中 的 每 一 点 在 人 S 中 
有 一 个 唯一 的 逆 象 点 , 则 称 了 是 一 对 一 的 ( 简 记 为 1-1 前 ), 而 此 
时 存在 务 一 个 1-1 的 遇 射 六, 称 为 了 的 道 (映射 ), 它 将 于 的 人 象 
陨 色 村， 这 些 概 念 如 果 不 用 这 些 文字 来 描述 它们 的 话 ， 其 实 我 
们 在 初 笑 微 积 分 中 就 已 经 熟悉 它们 了 , 通 数 了 Cw) -sinzw 是 多 对 
一 的 ,因为 对 任意 整数 %, 有 了 (2) 一 rz 十 3pm) 一 产 (28 十 二 二 一 
2 .所 以 木 存 在 真正 的 反 两 数 . 通常 的 反 函 数 arcsiny 或 sm- 
是 通过 把 原 玉 的 正弦 丽 数 限制 在 " 主 " 值 ~r/2-<zw<m/2 中 而 得 
到 的 ; 在 这 一 范围 时 , 它 确实 是 14 的 , 且 是 可 道 的 ， 

站 和 。 


地 球 一 部 分 表面 的 地 图 映射 是 1 映射 的 另 一 个 情 子 ， 它 
把 地 球 表面 上 的 一 点 英 到 纸 上 的 一 点 ， 球 而 关于 它 某 一 直径 的 
转动 是 男 一 种 映射 ; 它 把 球面 上 一 点 映 到 偏 开 (关于 转动 轴 测 量 
的 ) 一 定 角 距离 的 男 一 点 . 

我 们 现在 引入 有 关 虐 射 的 一 些 标准 符 妨 和 术语 ， 了 把 下 映 
到 克 的 这 一 说 法 简 记 为 FM->W.7 把 开 的 一 个 特定 元 x 映 为 
六 的 包 用 特定 记号 疡 styg 表示， 如 果 映 册 为 了 则 点 = 的 象 是 
f(z)， 当 映射 是 个 变量 的 实数 估 湘 数 时 (因此 :RB"-> 且 ， 物 
理学 家 习惯 上 既 用 符号 了 (2) 来 表示 了 在 % 点 的 值 , 又 用 它 来 表 
示 该 函数 本 身 ， 在 不 致 让 起 误会 的 情况 下 ， 我 们 将 采用 这 一 党 
规 ， 如 果 我 们 有 两 个 映射 了 和 9 六 了 ->W 和 g: 入 一 P, 则 存在 
一 个 称 为 了 和 9 的 复合 映射 ， 记 为 ge 廊 它 把 开瑞 到 P(gsf: 
于 ->P)?， 它 的 定义 是 明显 的 : 取 太 的 一 点 w 找 出 交 的 点 
(4), 再 利用 9 把 它 映 到 卫 中 去 , (go 让 (8) -go))， 书 守 复 
会 映射 go 了 时 ,习惯 上 把 先 作用 的 映射 写 在 有 边 . 

如 果 酉 射 对 如 的 所 有 点 都 有 定义 ， 册 称 它 是 一 个 从 型 到 
六 中 的 映射 此 外 ,如果 丈 的 每 一 点 都 有 一 个 道 象 (不 必 是 唯 -- 
的 ), 我 们 则 称 它 是 一 个 从 村 测 克 上 的 映射 .如 上 记述 , 如果 北 
象 是 叭 一 的 , 则 映射 是 一 对 一 的 ,( 蚂 基 1 的 又 是 上 的 蜗 射 , 称 
为 是 一 全 双 射 , ) 作 为 一 个 例子 , 设 下 是 瑟 中 的 单位 开 图 稳 , 即 
玖 是 所 有 满足 gtx，0; < 的 点 的 集合 (这 里 0 是 瑟 的 原点 )， 
设 入 是 单位 球面 上 9<-m/2 的 半球 面 (参看 图 1.3)， 昌 然 存 在 
只 型 到 不 上 的 一 个 1 上 现 射 了 

映射 理论 的 术语 加 上 我 们 已 经 学 过 的 拓扑 ， 合 我们 对 连续 
杖 数 ( 或 事实 上 任意 连续 映射 ) 能 给 出 一 个 有 用 的 和 简洁 的 定 
义 。 对 于 映射 了 M->N， 如 果 入 的 任意 含有 六 (ec) 的 开 集 包含 
Hi 的 一 个 开 集 的 象 (这 当然 预先 假定 了 寻 和 下 都 晤 拓扑 空间 ， 

» Fn 


$k 
图 4, 生 技 文中 所 述 定义 的 一 个 连续 沙 
效 , 福 意 , 了 将 各 的 半径 为 3 的 邻 域 鼎 
为 了 (20) 的 举 径 为 8 的 邻 域 , 而 后 一 分 域 
图 41.8 拭 而 熏 想 象 为 以 球面 为 的 遂 象 包 委 了 前 一 圭 域 ， 但 不 一 定 与 它 


边界 的 球 的 亦 道 截面 我 们 通过 相等 . 它 可 以 也 含 轴 的 其 他 区 域 , 警 如 
恒 直 于 该 加 瘟 作 投影 就 能 构造 右边 所 示 的 区 域 ， 如 时 了 和 在 这 第 一 郭 城 
一 个 简单 的 映射 。 中 也 人 连续, 则 其 道 象 将 是 一 个 开 集 、 


否则 的 话 ， 谈 连续 是 没有 意义 的 )， 则 了 在 本 中 的 z 点 是 连续 
的 . 更 一般 地 ,如 果 了 在 性 的 所 有 点 连续 , 风 了 在 形 上 连续 (或 
简称 连续 ), 现在 让 我 们 来 看 一 下 这 个 定义 与 初等 微 积分 中 对 连 
续 函 数 的 通常 定义 是 如 何 联系 的 ， 

假定 了 是 单 实 变量 的 一 个 实 值 丽 数 , 即 f 是 避 到 及 的 一 个 
映射 , 它 使 数 4 对 应 于 数 ( 中 、( 用 上 述 记 寻 ， 则 为 :R=>.) 
在 初等 微 积分 中 , 了 在 点 连续 指 的 是 , 如 果 对 每 -- 个 s>-0, 都 
存在 一 个 5>0, 使 得 对 所 有 满足 lz 一 zj <5 的 z， 有 | 了 (2) 一 
J (zo) |< (参看 图 1.9)， 为 了 用 开 集 的 概念 重新 表述 这 一 - 切 ， 
我 们 注意 到 在 工 工 节 中 定义 的 距离 函数 @&iv(z, xo)， 在 号 的 情 
况 下 简化 为 WCz，zo) = |z 一 和 |。 记 以 这 个 初等 定义 等 于 说 ， 
如 果 了 (a0) 的 每 一 个 3” 邻 成 包含 mo 的 一 个 zi" 邻 域 的 象 ,那么 
在 mw 点 是 连续 的 因为 这 些 邻 域 是 开 集 , 所 以 上 一 段 中 给 骨 
的 连续 性 前 新 定义 就 包含 了 初等 微 积分 的 定义 ， 并 把 它 作为 一 
个 特殊 情况 ， 反 过 来 ， 初 等 微 积分 对 连续 性 的 定义 也 包含 了 新 


* 和 。 


的 定义 ， 这 是 因为 妨 中 包 会 了 lxo) 的 任意 开 集 包含 f(z0) 的 一 
个 WW” 邻 域 ， 后 者 反 过 来 多 包 食 食 有 ww 的 一 个 开 集 的 象 ( 即 mm 
的 一 个 到 ”部 域 的 象 )， 国 此 这 两 个 定义 是 等 价 的 ， 

贞 身 在 并 的 所 有 点 连续 的 条 件 甚 至 更 容易 用 话 米 表示 . 因 
为 有 这 样 一 个 定理 : 产 弄 一 让 是 连续 的 , 当 且 仅 当 太 的 每 一 个 
开 集 的 道 篆 在 型 中 都 是 开 的 。 这 一 定理 并 不 难 证 明 , 如 果子 在 
所 有 > 点 连续 , 则 任 一 开 集 的 道 象 是 开 的 , 因为 它 包含 一 个 含有 
道 和 象 中 每 一 点 的 开 集 ， 反 过 来 , 如 果 六 的 每 一 个 开 集 的 送 锭 是 
开 的 , 则 它 包 含 关 于 它 任意 点 的 一 个 开 集 , 四 此 上 在 这 些 点 上 都 

连续 性 的 开 集 定义 比 a-8 定义 来 得 更 容易 使 用 和 理解 ， 对 
多 于 一 个 变量 的 通 数 米 说 ， 尤 其 是 这 样 ， 自 然 前 者 也 是 能 应 用 
于 拓扑 空间 之 间 的 一 般 映 射 上 去 的 唯一 可 能 的 定义 . 

定义 了 过 续 性 以 后 ， 我 们 就 可 以 用 通常 的 方式 来 定义 西数 
的 微分 .如 果 了 kr …, 4} 是 定义 在 的 某 一 开 区 域 S 上 的 求 
数 , 它 的 小 于 及 等 际 阶 的 所 有 偏 导数 都 存在 , 且 都 是 各 上 的 连 
OX 卫 数 ，O"( 连 污 ) 函 数 和 0" 函数 ( 它 的 所 有 导数 都 存在 , 通常 
称 为 无 限 可 微妙 数 ) 上 基 它 的 特殊 情况 ，C* 类 中 的 一 个 范 数 显然 
也 是 C 类 函数 ， 这 里 0 和 7<8， 也 可 以 对 更 一 般 的 连续 映射 定 
义 微 商 .通常 把 它们 称 为 该 映射 的 微分 . 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 
参考 文献 中 的 Choquet-Bruhat, DeWitt-Morette & Dillard: 
Bleiskit1977) ,或 Warner(19717. 

蒂 了 是 从 如 的 一 个 开 集 合 坟 到 本 的 另 一 个 开 集 合 和 NN 上 
的 一 个 14 映射 , 则 它 可 以 且 体 地 表达 成 

Vi= fg, ze, 7) 或 F=f(E), 
这 里 {0% 凶 =1，…, Re} 定 尺 了 并 的 一 个 点 ,而 {9 2 一 1 …， 
oa, 


条 同样 定义 了 形 的 一 个 点 了 如 单机 数 {7， 2 一 革 …， 对 都 
是 0* 可 微 的 , 则 称 此 映射 为 0* 可 微 的 . 一 个 07 映射 的 雅 可 比 
年 隆 是 由 偏 导数 9748%; 组 成 的 秆 阵 ， 此 矩阵 的 行列 式 简称 为 
雅 可 比 ,或 v0, 旦 常常 被 表示 为 
=O Fn) /OTB , 1, Va). “1. 
如 内 此 雅 可 比 站 关上 点 不 为 零 ， 则 反 孙 数 定理 保证 映射 了 在 关 的 
某 一 邻 域 申 是 1-1 的 和 到 工 的 (其 证 明 请 参看 Choduet- Bruhat 
et al., 1977), 
如 果 画 数 gCz1，…，zw) 道 过 下 列 法 则 映 为 泗 数 加 (ga …， 
go): 
pr 
《 即 g, 在 点 的 什 等 于 gy 在 点 的 秆 ;， 则 gJ7 在 时 上 的 祝 
分 与 在 入 上 的 积分 相等 @@. 
| ska, es sn) deed = | gay ,Wn) a yy. 
‘1.0) 
因为 9 和 g, 在 适当 的 一 些 点 上 在 相同 的 值 , 我 们 就 常常 说 体积 
元 yys 变换 成 JQz42…ag,。， 如 时 把 映射 了 看 成 是 一 个 友 
标 变 换 时 ， 上 述说 法 是 特别 有 用 的 ， 尽 管 读 者 们 在 多 变量 的 微 
积分 中 已 熟 纪 这 一 点 ,但 是 我 们 在 世 . 站 污 和 生 .8 节 中 还 要 更 详 
细 地 去 考察 它 . 


1.3 起 分 析 


正如 已 提 到 的 ， 我 们 假定 谈 者 热 悉 多 元 微 积分 ， 在 末节 中 
我 们 将 只 讨论 一 些 重点 ， 


oo 原 节 涝 为 #8 在 半 上 的 积分 与 8% 在 办 上 的 积分 反 等 ， 相 应 的 错误 也 出 开 


让 1.6 节 及 14.6 节 下 面 关 于 体 得 元 的 变 按 .上 , 时 孝 已 一 -改正 。 一 一 诺 着 注 . 


s DO s 


冰 电 


对 于 单 实 变量 的 实 函 数 P(o)， 如 果 它 在 点 辐 有 一 个 在 办 
的 某 一 邻 域 中 政策 于 了 (e) 的 泰勒 展开 ， 
人 Df) + -en (和) 二 Geo 人 ) 


了 neo02( 人) .7) 
则 称 它 在 “一 ao 处 解析 ， 自 然 , 如 时 函数 在 点 zo 不 是 充 限 可 微 
《 即 对 某 一 个 吧 (Gan*Pyaom)e 不 存在 ), 则 它 就 不 是 解析 的 ， 但 是 
也 有 无 恨 可 微 函 数 不 是 解 术 的 情况 . sxp( 一 4/g 汶 是 一 个 芳名 的 
例子 , 在 = 一 0 处 , 它 的 慎 及 它 的 所 有 导数 的 值 都 为 0, 但 是 它 在 
#- 一 0 的 任意 邻 域 中 并 不 十 等 于 0 (这 可 由 下 列 事 实 铬 释 : 这 一 
函数 在 解析 延 拓 至 复 平面 上 时 ， 在 点 x 一 0 处 有 一 个 本 性 奇 点 
不 过 ， 它 在 实 轴 上 却 有 很 好 的 性 质 , ) 然 而 , 在 下 述 意 义 上 , 知道 
解析 函数 是 许多 非 解 析 函 数 很 好 的 近似 , 那 我 们 就 可 放心 了 ,在 
Br 的 一 个 开 区 域 S 上 定义 的 实 值 函 数 gta …, wn) ,如 果 多 重 
积分 


| [gs, £7 te)] dda -dn (1.8) 


存在 , 则 称 为 是 乎 方 可 积 的 ， 在 泛 函 分 析 中 有 一 个 定理 : 任意 平 
方 可 积 函数 9 都 可 以 用 一 个 解析 函数 来 还 近 ， 使 得 (9 一 的 
在 5 上 的 积分 任意 小 ， 由 此 ,物理 学 家 就 毫 不 犹 像 地 假定 给 定 
的 函数 是 解析 的 (如 果 这 样 做 有 利于 得 到 结果 的 话 )， 我 们 有 时 
就 采用 这 一 惯例 .因为 C= 函数 不 一 定 是 解析 的 ,所 以 对 解析 衣 
数 就 有 一 个 特殊 的 符号 , CD"， 当 然 , 0" 函数 是 Cr 的 ， 

作用 在 话 数 (定义 在 本 上 ) 上 的 算 子 4, 是 抱 汲 数 了 映 戌 另 
一 函数 407) 的 觅 射 。 如果 4 有) 正 是 gf( 这 里 4 古 另 一 画 数 )， 
那么 此 算 子 简单 地 就 是 乘积 , 作用 在 号 上 沙 数 的 另 一 些 算 子 可 
以 是 简单 的 微分 ,例如 说 


"11+ 


DI =2f/0%, 
或 考 是 关于 一 个 固定 的 炉 污 数 9 的 积分 
GP = fT Dy, Day, 
或 者 是 一 个 更 为 复杂 的 运算 ,如 
BO ~ + a, 

在 每 种 情 误 中 , 算 子 定义 在 或 不 定义 在 所 有 萌 数 了 上 都 调 以 .全 
如 , 卫 对 不 是 OQ: 的 函数 就 没有 有 定义 , 而 G 对 给 出 无 界 积分 的 函 
数 也 没有 定义 、， 给 定 算 子 允许 作用 的 函数 的 集合 ， 事 实 上 蚌 算 
子 定义 的 一 部 分 , 这 个 集合 称 为 算 子 的 定义 域 . 

两 个 算 子 4 各 吾 的 换 位 子 , 记 作 [4 站, 这 是 由 下 式 定义 
的 另 一 个 算 子 ， 

[4, BHD ~ (AB—- BA (f= ACBC)) -BAACFN. | 

(1.0) 
如 果 两 个 算 子 的 换 位 子 为 等 ， 刚 它们 是 可 换 的 ， 在 这 里 我 们 
必须 注意 算 子 的 定名 域 ，[4， 月 的 定义 域 可 能 不 象 4 或 8 的 
定义 域 那样 天 ， 僻 如 , 若 4 一 Q/4x, B=wd/dzw， 那 么 我 们 就 可 
以 把 它们 的 定义 域 详 成 记 有 的 名 函数 ， 但 是 , 并 不 是 对 所 有 的 
Gi 测 数 4(BL1)) 者 有 定义 , 因为 其 中 含有 二 界 导 数 、 算 子 4B 
入 B44 可 到 所 有 0 函数 为 定义 域 ,这 第 会 比 函数 集 要 小 , 于 
是 , 至 少 最 初 换 位 子 [4， 唱 只 能 取 02 函数 为 定义 域 , 考虑 到 下 
述 社 况 ， 在 这 一 例子 中 我 们 能 扩大 定 闵 域 (也 称 为 扩大 算 地 , 虽 
然 并 不 总 能 这 样 做 )， 对 企 意 了 丽 数 了 容易 得 出 
[4, BO = [d/lde, od/dv]f —af/dz, 

因为 4B 和 B44 中 的 二 阶 导 数 消 掉 子 ， 因 此 我 们 可 以 把 [4, 且 ] 
简单 地 看 成 是 d/3z( 也 就 是 扎 本 身 ), 从 而 可 把 它 的 定义 域 扩 大 
到 所 有 C 画 数 上 ， 这 个 俩 子 千斤 我 们 , 交换 子 其 至 可 以 定义 在 


sn 和 于 


那些 交换 子 积 中 的 乘积 不 能 作用 的 范 数 上 . 当 讨 论 微 务 算 子 时 ， 
规定 它们 的 定义 域 是 0” 函数 (至 少 在 最 初时 )， 这 往往 是 最 好 
的 ， 我 们 今后 就 这 样 ， 因 为 这 样 一 米 就 不 必 再 为 定义 域 问题 担 
忱 了 . | 


1.4 群 论 
元 素 的 一 个 集合 连同 一 个 二 元 运算 ( 记 作 和 ”一 起 ， 如 
时 满足 下 列 公理 , 则 称 为 群 . 
《Gi) 结合 律 , 车 %,y 和 2z 是 电 中 元 素 , 册 
人 (区 = CF 

CGii) 有 单位 元 ; 人马 有 一 个 元 迪 ,对 台中 任意 “有 

w= 

(CGHit) 右 道 元 ， 对 他 中 每 一 个 存在 好 中 的 一 个 元 素 
v1, 满足 

Wr ip 
一 个 群 称 为 阿 贝尔 (可 换 ) 群 , 须 附 加 ， 

SGir) 对 如 中 所 有 ,YY 有 

ty. 
有 有限 个 元 素 构 成 群 的 一 个 熟知 的 例子 是 个 物体 的 所 有 置换 构 
成 的 群 。， 两 个 属 换 的 二 元 运算 ， 蚌 进行 一 次 置换 后 再 进行 男 一 
次 盐 换 得 到 的 家 换 ， 这 个 群 有 324 个 元 素 , 它 的 单位 元 是 使 所 有 
物体 都 不 变 的 那个 “置换 ”. 

我 们 注意 到 从 (GD ~{Giii) 可 以 推 得 几 个 简单 的 结论 ， 单 
位 元 。 是 唯一 的 ， 它 也 是 一 个 左 单位 元 (ez 一 2 对 任意 必 道 
元 2! 是 唯一 的 ， 且 它 也 是 一 个 左 首 元 (or-3.2= 人 拉 ， 在 不 引起 
混 消 时 ,一 最 都 略 去 符号 ”may 就 简单 地 写成 wy. 
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现代 物理 中 最 重要 的 群 是 李 群 , 以 后 我 们 将 作 更 多 的 讨论 ， 
在 第 二 章 中 , 我 们 会 给 出 一 个 精确 的 定义 , 但 在 这 里 我 们 只 说 它 
是 一 个 连续 群 : 对 李 群 元 的 任意 开 集 都 有 一 个 工 1 到 上 的 映射 
把 它 里 为 召 " 中 的 一 个 开 集 (对 蘑 个 苞 ， Br* 的 平移 群 (xX->X 十 
a，& 为 常 向 量 ) 是 李 群 的 一 个 例子 ，P* 的 每 一 点 & 都 对 应 于 此 
犹 的 一 个 元 未， 因此 事实 上 此 和 群 有 一 个 到 刺 个 下 上 的 二 1 有 贞 
射 。 此 群 的 合成 法 则 就 是 加 法 ; 郊 素 中 一 (el tb 一 《el 
0， 合成 后 给 出 6 一 Cu 十 DB， Wn 十 b,)， 记 作 6 一 a 了. 
这 一 例子 也 表明 下 列 情况 ， 不必 总 用 符号 .来 表示 群 运算 ， 对 
于 疝 员 多 群 ,每 这 合群 一 样 , 符号 * 一 ”更 为 通用 . 

群 的 子 群 是 G 的 元 素 的 一 个 集合 , 它们 在 同一 个 二 元 运 
算 下 自身 特 成 一 个 秤 . (“ 子 ” 总 是 用 来 表示 一 个 与 较 大 集合 有 间 
详 性 质 的 子 亿 合 .我 们 将 会 过 到 许多 带子 ”的 对 象 ,向 量子 空间 ， 
子 流 形 ,池子 代数 和 李子 群 . ) 作 为 群 来 说 ,一 个 子 群 必 定 有 
一 个 单位 元 ， 因 为 原 群 的 单位 元 s 是 唯一 的 ， 所 以 任意 子 群 必 
含有 e、， 对 于 署 换 群 这 个 例子 ,我 们 可 以 构造 出 许多 子 群 n 个 
物体 的 置换 中 不 改变 第 一 个 物体 的 所 有 置换 构成 % 个 物体 的 置 
换 冬 的 一 个 子 群 ， 这 点 因为 ， 纺 单位 元 e 全 第 一 个 物体 不 谈 ， 
Ai 这 种 置 摸 的 逆 元 也 使 第 一 个 物体 不 变 ，(iii) 任意 两 个 这 种 
轩 换 的 组 合 信使 第 一 个 物体 不 变 ， 事 洋 上 ， 这 一 子 群 与 (nx 一 1) 
个 物体 的 置换 群 是 一 至 的 ， 读 涯 试 证 一 下 ， 记 有 偶 导 换 的 集合 
也 是 置 斤 群 的 一 个 子 群 ,而 所 有 奇 守 换 的 梨 合 不 是 一 个 子 群 

我 们 讲 到 过 ,个 物体 的 置换 群 的 某 一 子 群 与 (4 一 1) 个 物 
体 的 置 获 群 是 "一致 的 "， 这 是 群 的 同 构 的 一 个 例子 ， 分 别 有 具有 
二 元 运算 ”和 人 ?的 两 个 群 Gi 和 Ga 车 存在 从 人 到 Go 上 
的 一 个 4-1 映射 产 它 保持 群 运算 ， 

Fw) 一 Po (1.10) 


a pat 


则 称 它们 是 回 构 的 《这 正 是 意味 着 它们 的 群 性 质 是 一 致 的 )， 
个 物体 的 置换 群 中 愉 置 换 后 面 (n-1) 个 物体 的 子 群 ,其 元 素 可 映 
为 Qe 了) 个 物体 的 置换 群 中 的 同样 的 置换 。 在 这 个 例子 由 问 槐 
是 浅显 揭 。 但 是 同 构 并 不 总 是 那么 浅显 的 ， 设 @ 是 由 正 实数 
以 滋 积 运算 构成 的 群 ， 设 Gs 是 所 有 实数 以 加 法 运算 构成 的 群 . 
《它们 为 什么 成 群 ?), 若 交 是 Gi 中 的 -个 数 ， 则 ae)-ioga 定 
义 了 一 个 满足 红 ,I0) 式 的 肌 射 了 一作 
Ioy (wy) = log% Fog gy. 

这 两 个 群 是 同 构 的 ,而 了 是 一 个 同 构 . 

两 个 群 之 间 的 另 一 个 有 用 的 关系 是 群 周 态 ， 它 与 间 攀 只 有 
一 个 差别 ， 即 加 态 映 射 可 以 是 光 对 一 的 , 且 可 以 只 是 到 中 前 ( 参 
见 14.2 节 中 前 术 主 )。 但 式 子 (1.10) 仍 必 须 清 足 。 群 到 其 自身 
中 有 一 个 浅显 的 同 闹 : 群 的 每 一 个 元 素 都 映 为 单位 元 e， 从 置换 
群 到 元 素 仅 为 全, 一 基 的 弱 法 群 土 有 一 个 稍为 复杂 一 点 的 同 态 . 
此 同 态 把 任意 侦 轻 换 喘 为 1, 拒 任 党 奇 置换 映 为 -1， 读 者 对 此 
例 可 验证 一 下 代 .10; 式 , 即 证 明 两 个 奇 雪 换 的 组 全 是 偶 的 ,一 个 
奇 禹 换 各 一 个 偶 置 换 的 组 合 是 奇 的 ， 而 油 个 丧 置 换 的 组 人 台 是 偶 
的 。 


1.6 线性 代数 - 

对 于 集合 六 ， 如 果 它 在 一 个 记 为 “十 ”的 二 元 运算 下 是 阿 由 
尔 群 ( 参 匈 上 述 )， 坟 及 定 光 了 一 个 实数 乘法 ()》,， 且 清 足 下 面 的 
公理 (其 中 民利 9 是 向 景 ,而 @, 5 是 实数 )， 

(Viye: (Fy) — (GB) 4 a), 
(VID Cato) es= {08) + 00), 
CVIiiD cab) w= gr Oy), 
(Viv) 1s= 2. 


市 昌 瑟 二 


则 该 集合 是 一 个 (实数 上 的 ) 血 量 空间 .六 的 单位 元 记 为 由 或 
简 记 为 0。 除了 向 量 空间 的 通常 例子 外 ， 注 意 下 面 丙 个 向 量 空 
阿 : 

(i) 所有 %x%* 人 矩阵 的 集合 ， 这 里 的 “十 ”是 把 可 应 的 矩阵 
元 相 加 ,而 “是 用 实数 胰 每 一 个 矩 阵 元 . 


《让 ) 定义 在 区 间 4 所 wb 上 的 所 有 连续 实 画 数 了 (zw) 的 集 
合 . 
习惯 上 省 咯 这 些 公理 中 的 乘 号 和 括号 , 象 
az 十 33 十 63 (4.11) 


这 套 的 囊 达 式 称 为 向 量 "，?y 和 = 的 一 个 线性 组 合 . 对 了 的 元 
素 {21，za，… mh 如 果 找 不 到 不 全 为 零 的 实数 fei，Ga，…'， 
qn}, 后 得 

et 十- fos wat C—O, (1. 12Y 
则 称 这 个 集合 是 线性 光 半 的 . 如 果 在 这 个 集合 中 加 上 下 的 任意 
其 他 向 基 就 会 使 它 线性 有 关 , 则 这 一 集合 是 极 大 线性 无 关 集 , 这 
一 定义 意味 着 广 中 的 任意 其 他 向 量 都 能 表示 为 一 个 家 大 集中 克 
崇 的 一 个 线 作 组 合 ,因此 一 个 极 大 集 构成 六 的 一 个 基 , 例如 , 如 
困 玉 是 %xn 实 矩阵 集合 ， 那 么 只 有 一 个 矩阵 元 为 二 而 其 他 
元 均 为 0 的 避 个 不 同 矩 阵 的 全 体 就 构成 了 六 的 一 个 基 . 一 般 
地 , 基 中 向量 的 个 数 便 是 六 的 维 数 ,如果 基 中 元 素 约 个 数 是 有 
限 的 , 则 所 有 基 都 有 相同 数目 的 元 . ) 设 向 量 {fj 一 41，…, 0 是 
一 个 基 , 于 是 任意 向 量 9 订 表 示 成 


y= 这 gi. (1.18) 
?= 


数 {es, i=1, Uy %} 称 为 Ed 在 此 基 中 的 分 景 . 
向 量 空 间 信 的 一 个 于 空间 指 的 是 六 的 一 个 子 集 合 ,其 本 身 
也 是 一 个 向 量 空间 .请 与 44.4 节 中 关于 子 群 的 定义 加 已 比较,》 


二 4 e 


尤其 是 ， 子 空间 必 和 包含 零 向 量 及 其 中 任意 个 元 素 的 雇 有 线性 组 
合 ， 对 于 任意 向 景 集合 {Vr,，*…', 9mj} ,如果 于 空间 由 所 有 可 能 的 
线性 组 合 
1Y1 十 Qaya 十 dn 
所 构成 , 则 称 此 向 量 集 生 成 该 子 空间 ， 如 时 w<<n， 则 此 子 空间 
必 是 一 个 真子 空间 , 即 它 与 了 不一致， 在 任何 情况 下 ， 子 空间 
的 维 数 是 生成 元 中 最 大 的 线性 无 关 向 量 的 个 数 , | 
到 现在 为 止 ， 泸 们 还 没有 谈 到 癌 量 的 内 积 或 长 度 ， 这 是 一 
些 附 加 上 去 的 概念 ， 它 们 在 有 关 向 量 前 特殊 应 用 中 可 能 有 用 或 
无 用 ， 所 以 强 育 必要 把 它们 强加 在 疝 量 空间 上 .引进 它们 的 方 
法 之 一 是 在 向 晶 空 间 中 定义 范 数 ， 一 个 冉 范 向 量 空间 指 的 是 带 
有 一 个 从 炙 到 实数 中 的 瞻 射 { 即 一 个 函数 ， 它 对 每 一 个 向 量 靖 
定 一 个 称 之 为 它 的 茂 数 前 实数 ) 的 向 量 空 间 , 而 这 个 映射 满足 下 
述 公 理 , 
《Ni) ne)>0{ 对 玉 中 所 有 ,rn(2) 一 0, 当 且 仅 当 一 VD 
(CNi) KG) 一 gln(w){ 对 且 中 所 有 及 玉 中 所 有 人 避 ; 
AN) (7 二 擅 志 ND 十 2D (对 玉 中 所 有 名 从 ， 
有 许多 多数 满足 这 些 公 理 ， 同 如 把 B* 本 身 看 成 一 个 向 司空 间 ， 
这 里 加 法 定义 为 
KTY = 01 7 nt Ws (1.14) 
询 向 量 与 实数 的 相 哑 定义 泡 
WX {a81, "1, dn). {1.15) 
于 是 ,对 应 1.1 节 定义 的 四 个 距离 函数 中 的 三 个 ,我 们 可 以 如 下 
地 定义 范 数 , 即 疝 量 与 原点 前 “距离 


nCE) 一 [人 + wa a) YY, (4.16) 
WK) = [A401) ?+ O01 ?Fe C0) 7) 
mn (KmarC et, [mm ,0, [en)). (1.18) 


s TF * 


st 


演 者 可 试 证 一 下 , 这 些 范 数 满足 公理 (ND ~ NiiD、 另 外 , 也 斌 
证 一 下 由 W(x, 7) 不 能 定义 一 个 范 数 ， 

前 多 两 个 范 数 不 同 于 第 三 个 范 数 ， 因 为 它们 还 满足 一 个 我 
们 着 望 加 上 去 的 附加 公理 (平行 四 边 形 法 则 洲 

(Niv) [Ce TD] [nCs—DI ~2 ns)] +2 1]. 
这 种 范 数 使 我 们 能 定义 两 个 向 量 的 双 线 性 对 称 内 积 . 


2 st] (19) 
双 线 性 指 的 是 
(um hy) ama) by 2), (1.20) 
和 
BCart hy) =a(2m) bY). (1.21) 
对 称 性 指 的 是 
Ty (1 .22) 
迷 外 , 这 一 内 积 是 正定 的 ,好 
二 .0; ZF 一 0， 仅 当 一 矿 (1.28) 


这 很 容 曲 得 到 ,网 为 ”un(] 
和 Err 看 友 是 一 个 带 有 有 这 种 范 数 的 向 量 空间 时 我 们 多 它 记 丰 
5", 并 且 抬 它 称 为 元 维 欧 玫 里 得 空间 ， 记 住 如 和 之 闻 的 区 
制 是 重要 的 ，BR" 简单 地 就 是 所 有 光 重 数 人 mm，-… ww) 的 集合 ,并 
没有 任何 距离 、 向 量 性 质 或 范 数 的 含义 。 作 出 这 一 区 别 的 目的 
在 第 二 章 中 就 会 清楚 的 . 

为 了 定义 内 积 且 证 明 它 是 双 线性 和 对 称 的 ， 事 实 上 只 要 用 
到 范 数 公 理 中 的 (Nii) 和 (Niv)、 伪 范 数 指 的 是 一 个 不 满足 CND) 
和 (Niii) 的 范 数 ， 即 向 量 与 其 本 身 的 内 积 不 必 是 正 的 、 狭义 相 
对 论 是 使 用 盆 范 数 的 物理 理论 的 一 个 例子 ， 今 后 我 们 将 较为 详 


志 下 所 


细 地 考虑 这 一 情况 ， 

虽然 我 们 只 定义 了 实数 上 的 向 量 空 s 间 ， 但 定义 一 个 复数 上 
的 向 景 空间 也 是 容易 的 ， 这 只 要 旬 许 CViD) ~ CViV) 中 的 数 g 和 
?为 复数 就 可 以 了 :于 是 一 个 向 量 可 以 有 复 分 量 ， 在 量 予 力学 
中 通常 使 用 这 种 向 量 空间 ， 


1.8 方 阵 代数 


疝 量 空间 信 的 一 个 线性 变换 了 指 的 是 六 到 其 自身 的 一 
映射 , 它 满足 线性 律 (比较 等 式 代 ,30) 和 (1.21))， 


T(rthy) =wr (rt) teT (gy), (1 .24) 
如 果 {86 5 一 1，…, 邮 是 信 的 一 个 基 , 则 
六 a (1.265) 


T(z) = -7( 窟 az- oT (ei) -这 EA Tw 
(1.26) 
这 里 我 们 已 招 每 一 个 向 量 Y (2 用 它 的 分 量 形式 识 Ts6y 米 表 
示 。 歼 了 5 称 为 在 的 分 莉 , 而 且 可 以 用 一 个 nxn 方 阵 来 岩 示 、 
读者 会 感到 方便 的 一 个 非常 重要 的 代数 绑 果 是 ， 
> 4 人 Bo) - 0 B41), (1.27) 
即 求 和 的 次 序 是 无 关 紧要 的 。 因此， 习惯 上 把 上 面前 表达 式 记 
为 
> 之 44BuC。 或 科 记 为 “ 习 4Bu0， 《1.28) 
这 强调 了 这 个 和 式 就 是 指标 的 座 有 可 能 结合 的 各 种 先 积 的 和 
式 . 


* 1 


Tr Te ee tr A eh ee a me 


相继 作用 在 空间 F 上 的 两 个 线性 变换 人 和 了 给 册 变 换 
UD: 


UT =U TE) UU (人 a ) = ETUnee 


-DTU)a. 1.29) 
出 此 得 到 DT 的 分 量 是 
人 TU。 人 .307) 


知道 下 面 这 一 点 是 重要 的 ; 如 果 把 2 表示 成 一 个 矩阵 他 是 行 指 
标 , j 是 列 指标 ), 对 Ds 也 这 样 , 则 和 式 (1.30) 正 是 它们 各 自 
的 矩阵 的 盾 阵 柔 积 ， 一 般 地 说 , 车 4 和 Bu 是 矩阵 ， 则 它们 的 
矩阵 乘积 是 
(4B)a" 闻 AwBn— 闻 Bn di (1 .31) 
(B44)w=D BusAn- 字 dn Be (1.82) 


注意 等 式 民 .31) 中 的 第 三 个 表达 式 与 第 一 个 表达 式 相等 ， 这 是 
因为 每 个 4u 和 Bs 都 是 数 , 而 数 的 相 乘 是 可 换 的 、 比 较 忆 .31) 
式 的 第 三 个 者 达 式 和 代 .327) 式 的 第 一 个 表达 式 ,我 们 看 到 , 重要 
的 不 是 (数字 ;因子 的 次 序 , 而 是 求 和 指标 和 自由 指标 的 位 置 , 这 
两 个 表达 式 的 不 一 致 ,说 明 姑 阵 乘法 一 般 是 不 可 换 的 ， 
官 阵 攻 的 转 置 47, 具有 元 素 

《全 5 一 4 (1.83) 
(如果 4 是 复 的 ,我 们 用 C4"3y 一 4 定义 44 的 伴随 4"， 这 里 符 
号 天 未 复 共 轰 . ) 单 位 矩阵 了 ,其 主 对 角 线 上 的 元 素 为 1 其 他 
苑 素 为 0， 这 可 表示 如 下 ， 


CT) = 8, (C1.34) 
这 里 85 是 克 次 尼克 尔 5 符号 , 当 i 一 j 时 , 它 为 1 了 时 ， 它 为 


a 公司 


0， 醒 等 变换 是 把 任意 向 姥 儿 陕 为 它 自己 的 变换 . 在 任意 基 下 ， 
它 的 分 量 都 是 各， 矩阵 4 的 道 4 上 是 满足 

4 一 .441 一 工 (1.85) 
的 和 矩阵， 并 不 是 每 一 个 矩阵 都 有 道 甜 阵 的 ， 登 矩阵 就 显然 没有 
道 宕 阵 ， 如 果 有 道 纸 阵 存在 , 则 它 是 唯一 的 ， 显然 4 是 4 的 
道 矩阵 ,如 果 4 一 存在 , 则 称 4 是 非 奇异 的 . (否则 是 奇异 的 . ) 
所 有 nxs 的 非 奇 异 乍 阵 集合 以 插 阵 乘法 为 运算 构成 一 个 群 . 此 
群 的 单位 元 是 矩阵 了， 这 是 一 个 非常 重要 的 李 群 ， 记 作 GL 
卫 ), 在 第 三 章 中 我 们 将 仔 纳 地 研究 它 。 


3x2 算 阵 
A (° 6 
2 a) 


的 行列 式 记 作 det(.4), 其 定义 为 
det{ A) -=od — Po. | (1.36) 
nx n 佐 阵 的 行列 式 是 用 下 列 余 因 子 法 则 通过 对 (一 TD x (n 一 
孔 第 阵 的 归纳 来 定义 的 .44 的 矩阵 元 au 的 佘 因子 记 为 os， 害 
义 为 用 (一 也 后 本 以 在 44 中 其 去 ww 所 在 的 行 和 列 后 ,所 得 到 的 
G2 一 212 x (2 一切 征 阵 的 行列 式 ， 于 是 在 些 阵 
wu bb 0 
ol © | (1 .37) 
gy hk 
中 ,6 的 余 因子 是 号 一 fh 而 了 的 余 因 子 是 89 一 oh 因此 有 4 的 行 
列 式 定义 为 


dot(4) 一 (加 auay ), 对 任意 国定 的 (1.38) 


两 矩 阵 (1 .37), 到 一 寺 给 出 
det(A}y=at(leh—fhI + ode) tol ey), 


+ 


ee 


服 1 一 包 绽 出 
detCA}—d(ho— dH Fetak— on +f by an), 
这 两 个 表达 式 是 相等 的 ， 当 用 这 种 方法 表述 时 ， 这 一 法 则 看 
来 非常 难以 理解 ， 当 我 们 在 4.13 节 中 再 来 看 它 时 , 就 能 充分 看 
出 其 意义 了 . 
nxn 和 矩阵 前 行 (或 列 ) 可 以 看 作 某 个 % 维 向 量 空间 给 定向 量 
的 分 量 ， 集 阵 的 行列 式 为 零 ， 当 且 仅 当 由 其 行 (或 列 ) 定 义 的 
个 向 量 是 线性 相关 的 ， 这 可 由 行列 式 的 其 他 一 些 性 质 得 到 ， 用 
常数 入 去 乘 某 一 行 , 则 行列 式 就 乘 了 为 如 果 革 一行 中 的 每 一 个 
逢 棒 元 ,用 此 元 与 男 一 行 相 朗 元 的 任意 信 数 的 和 来 代替 , 则 行列 
式 不 变 ; 车 任意 交换 两 行 , 则 行列 式 改变 符号 ， 如 果 用 “ 询 " 代 赫 
“ 行 ”, 这 些 性 质 同 料 成 立 ， 同 祥 , 在 读 了 4.12 节 以 后 ,其 意义 就 
更 清楚 了 . 
假定 我 们 从 矩阵 4 通过 定义 
by—as/det (A) (1.39) 
来 构造 一 个 矩阵 如 则 六.38) 式 可 家 成 
畔 mp 一 二 对 任意 二 定 的 尼 
可 以 证 明 ( 试 验 一 下 会 使 您 确 偿 )， 
2 一 人 lt 
或 者 换言之 ， 如 是 4 的 递 矩 阵 ， 它 的 气 阵 元 由 以 .39) 式 给 出 , 由 
此 得 到 4 是 非 奇 惰 的 , 当 且 代 当 3ct(4) 拓 0. 
矩阵 元 的 迹 蚌 指 它 的 对 角 元 素 前 和 |. 
trC Ad) ~ os. (0..40) 
用 一 个 非 奇 异 失 阵 如 对 4 作 相 似 变 换 是 指 映射 4->B714B. 从 
我 们 已 经 给 出 的 定义 可 以 证 明 于 列 一 些 有 用 的 公式 ; 
Cr 


mh 


(AB)T= BTAT, (1.41) 


(ABY-1— B14A-+, (1 .42) 
dei(AB) ~det(A)dot(B), /1.43) 
tr(B-14B) 一 tr(4) ， (1.44) 
det CB-1AB) =det(A), (1.45) 
det(AT) —det( dA). {1.46) 
”对 ?xz 矩阵 4 如果 下 列 等 式 成 立 ， | 
A(F Y=AF, {1.47) 


则 它 有 一 个 本 征 仁和 和 一 个 本 征 向 景 依 关 0, 这 里 , 在 等 式 左 过 ， 
4 作为 一 个 线性 变换 对 下 作用 . 用 分 量 形式 可 以 把 这 个 方程 写 
成 于 列 个 方程 , 


Ka — hr,—0, (4.48) 
P 有 一 个 非 零 解 , 当日 仅 当 
det tA—AI) 一 各 (1.49) 


方程 (1.49) 显 然 是 一 个 % 次 多 项 式 方程 , 4 的 本 征 慎 是 它 的 解 . 
对 十 任意 实数 解 %, 都 存在 一 个 本 征 向 量 ， 如 果 解 是 复 的 , 则 不 
存在 实 的 本 征 向 量 ; 因此 车 了 是 属于 实 向 量 空间 的 ， 则 在 实 和 
复 本 征 慎之 间 有 一 个 根本 的 区 别 ， 如 果 向 量 空 间 ( 以 及 符 阵 4) 
是 复 的 ， 这 就 不 必 作出 特别 的 区 别 了 ， 假 定 Ta，…，j} 是 
(1.49) 式 的 nt 个 根 , 这 里 如 果菜 个 根 是 重 根 , 那 它 重复 次 就 列 
出 nn 次， 有 下 列 三 个 我 们 将 援引 的 重要 结果 : 


{4A* 的 本 征 值 一 {4 的 本 征 什 }， ‘1.50) 
dettAd) = MNa' "Ng, (1.51) 
TC) 一 竺 十 和 a 十 十 hn。 ‘1 .52) 


仔细 地 考察 红 .49) 式 中 所 示 的 多项式 , 可 以 证 明 后 面 两 个 结论 ， 
第 一 个 结论 从 (1.46) 式 推出 


4 旦 习 =。 


1.7 参考 文献 


下 列 这 些 教科 书 的 论述 水 平 与 本 书 的 水 平 大 致 相关 ， 这 里 
充 出 的 书 只 是 指出 资料 的 水 平 ， 并 不 是 缘 蓉 材 料 的 一 个 人 金 面 指 
南 . 
初等 微 积分 : 
9. B. Thomas, Calculus and Analytie Gecmetry (Addison—W esley, 
Readine, Mass., J]900). 
力学 . 
ERK. R. Symon, Neohanmicst Addison—Wesley, Reading, Mass.,195%); 
百 , Goldstein, Olassical Mechanics CAddison~ Wesley, Reading, Mass., 
4195073 1 
L.Landau & 日, M. Lifshitz, Mechanics CPergamon, New York,1900). 
热力 学 ; 
M. W. Zemansky, Heat and Thermocdynamics (MeGraw-—Hill, New 
York,1957); | 
bE. bermi, Thermodynamics (Dover, New York, 1956), 
电磁 学 ; . 
.可 R. Reitz & F. 可 Milford, Foundations of Blectromagnetic Theory 
CAddison—Wesley, Realing, Mass, 1960); 
本. B. Marion, Olassioal Electromagnetie Radiation (Academic Press, 
Mew York, 1965). | 
狭义 相对 论 ; 
BA, PP. French, Special Relativity CNelson, London, 1963): 
E. EF, Taylor & J, A. Wheeler, Spacetime Physics (Hreeman, San 
Franocisco, 1965). 
量子 力学 
LD. 7. Schit, furium Mechamicst MoeG raw—ELll, Mew York, 1955). 
要 加 深 理 解 本 章 欧 内 容 可 参考 下 列 文 献 ， 
BR. Ba. Dean, Blements of Abstract Algebrat Wiley, Mew York,1907): 


,和 


WW. Rndin, Prinoiples of Moathematical Anaiysis (Modrew-Hill, 
Naw York, 1964); 

RE. W. Packel, Funotiona! Amaysis, & Short Uourse CInter national 
‘Textbook Co,, Clasgow, 1974); | 

F. Riesz & B. Sz. -Nagy, Functiona! Analysis (Ungar, New York; 
1055); 

A, Wallace, Diferential Topology. Yirst Steps (CBenjamin, 
Reading, Mass, 1968). : 
” ”下面 列 出 以 后 各 章 的 一 些 基本 参考 书 。 这些 书 一 般 处 理 得 
更 深 透 , 更 严格 . 今后 车 要 参考 这 些 书 , 我 们 就 给 出 作者 的 名 字 . 

.¥. Choquct-Brubat, O. DeWitt-Moretie & ¥. Dillard-Bleiok, Anal- 
ysis, Manmif olds, and Physies (Morth-Holland, 坊 msterdam, 1977) :这 是 
为 其 有 数学 修养 的 物理 学 家 写 的 一 本 专车。 内容 丰 富 , 大 以 对 微分 方程 的 
论述 见长 . 四 

R. Abraham 机 了 TH. Marsden », Fowundations .of Mechanics,revioed 
2nd an (Beijamin/Cummings, Reading, Mass., 1978). 正如 书 冲 所 表明 
的 , 这 本 书 比 上 页 的 那 本 书面 要 窜 得 多 , 避 也 就 更 有 深度 ， 读 书 重视 整体 
问题 , 目 有 天 昆 参 考 立 献 ， 新 版 在 第 -一 版 的 基础 上 增添 了 许多 为 容 ，. 

再 W. Warnnr, Fewundations of Diferentiabie. Mamfolds om Lie 
Groups (eott, Horesiman, Glenview, 11., 1971). 这 是 数学 专业 的 大 学 生 
容易 迹 私 的 一 本 入门 书 , 尤 以 对 李 群 及 上 司 调 理论 的 论述 见长 

MM, Soivak, A Comprehensive Tntroduction to Dif'erentio {Geometri, 
four volumes. CDablish or. Porish, Boston, 1970). 正如 飞 名 所 示 , 本 书 吓 
为 大 学 数学 专业 学 生 端 写 的 .i 读书 行文 本 帆 ， 常 用 尚 加 语 言 ， 有 许多 很 好 

的 习 其 及 大 最 详细 说 明 . 


. 还 有 许多 值得 一 读 的 微分 几何 书籍 ， 入 门 水 平 的 有 


N. J. Hioks, Notes om Dif erential Geometry (DD). Yan Nostrand, New 


York, 1965', 
RB, DL. Pishop 高 S. I, Goldberg;, Tenmsor Analgsis Of Manifolds (CBMac- 


millan; London, 1968), 


[1 也， 


Ea ge a TT nr 


与 古书 一 祥 使 用 “现代 "方法 的 有 : 

CO. TT. dd. Dodson & TT. Posion, Ternsor Geometry (Pitman, London' 
1977). 对 于 许多 我 们 仪 简略 地 提 到 的 论题 , 该 书 给 予 更 详尽 的 论 妹 , 但 该 
书 并 未 讨论 一 般 李 导数 及 微分 形式 的 演算 ， 读 了 本 书 ， 再 想 吉 接 进 修 ， 例 
如 说 读 Chogust-Bruahat ef &@， 的 书 , 但 有 困难 的 话 ， 可 能 会 已 到 Dodson 
点 Poston 一 书 的 前 半 部 分 内 容 是 有 帮助 的 . 

权威 性 的 著作 有 有 ， 

8. Kobayashi& KK. Nomizu, Fourations of Difrerentinl Geomeiry, 
two volnmes (Interscience, New York, 1863; 196), 读书 主要 论述 正定 
度 规 几何 . 

.A 太 . Behonten, Ricci Calcuius (Bpringer, Berlin，1954Y， 该 书 使 用 
的 符号 较为 老式 ， 

向 物理 学 家 解释 微分 几何 的 一 些 最 好 的 材料 往往 在 关于 广 
义 相 对 论 的 专著 中 , 这 是 不 足 为 奇 的 ， 在 此 我 们 推荐 . 

GC. W. Misner, BB. HB, Thorne J, A, Wheeler, Gravitation (Free- 
man, San Francisceo, 1973), 其 中 有 好 几 章 讨论 微分 几何 ， 其 采用 的 方式 
和 符号 与 本 书 相间 ， 

SB. W. Hawking & 0, EF. R,. Blis, The Large Seale Struclire of 
Space~Time (Cambridge University Press，14973). 该 书 有 一 童 论述 微分 
几何 , 闪 容 较 深 但 更 紧 洪 . 

微分 几何 的 论文 ， 

CO. W. Misner in Relativity, Grouwps, and Toplogy, od, CO. DeWitt 
此 BB. DeWitt (Gordon 点 Breach, New York, 1964). 该 文 洗 及 范 国 较 广 . 

B, Bohmidt in Reletivity, asironhystes md Cosmology, ed. W. TIsrael 
《Reidel Dordreehb 1973)。 这 是 一 篇 用 现代 观点 写 或 的 值得 一 读 的 导 引 
性 文章 ， 

为 物理 学 家 纺 写 的 还 有 

tH, Hermann, Dijerential Geometry and the Calculus of Varintioms 
CAcadenie Pross, Now York, 1903), 


e 让 区 让 


下 .Leveleek & H, Rund, Tencors, Difrerential Forms and Tariy. 
Homal Principlest Wiley, New York, 1975); 

H. Flanders, Diferential Forms CArademic Prees, New Yark, 
1963): 

Von Westenholz, Diferential F'orms tn Nathematical Phystes (NOortie 
Holland, Amarerdam,; 1979). 


ss 


i 


”第 二 章 “微分 流 形 和 张 量 


要 想 出 一 个 与 任何 连续 空间 无 关 的 物理 问题 是 困难 的 ， 这 
些 连 彝 空 间 可 以 是 物理 上 的 三 维 空 间 , 网 维 空间 , 经 典 或 量子 力 
学 问题 中 的 椒 空 间 , 记 有 热力 学 平衡 态 的 空间 , 也 可 以 是 一 些 更 
为 抽象 的 空间 ， 这些 空间 虽然 有 不 局 的 几何 性 质 ， 但 是 它们 都 
有 一 些 共 同 的 东西 , 即 一 些 与 它们 是 连续 空间 (而 不 是 , 例如 说 
分 立 虚 的 格 点 ) 有 关 的 东西 . 微分 几何 在 近代 物理 学 中 占有 重要 
地 位 的 主要 原因 是 它 精 确 地 研究 所 冯 这 些 空间 的 共同 性 质 ， 其 
中 一 些 最 为 基本 的 性 质 已 被 吸 必 到 微分 流 形 的 定义 中 ， 微 分流 
形 在 数学 上 精确 地 代 赫 了 名 词 “ 空 间 


2&.1 流 形 的 定义 


在 1,1 节 中 ,我 们 用 B" 标记 所 有 " 重 实 数 Ct1， za "1) 
的 集合 , 《“ 点 "的 ) 一 个 集合 村 被 定义 为 一 个 流 形 ， 如 果 于 的 
每 一 个 点 者 有 一 个 开 令 域 , 从 它 到 BB? (对 基 一 人 区 的 一 个 开 集 上 
有 一 个 连续 1-1 映射 .《 对 什么 是 一 个 到 某 一 集合 上 的 1 了 鼎 射 
不 很 清楚 的 读者 应 该 看 一 下 1.2 节 . ) 这 可 简单 地 理解 成 型 在 
局 部 上 是 “类 似 ”" 于 妈 的 ， 六 的 维 数 就 是 n， 定义 中 仅 涉 及 到 
开 集 而 不 是 整个 型 和 RB", 这 点 是 重要 的 , 因为 我 们 并 不 想 去 跟 
制 型 的 整体 拓扑 ， 讨 论 了 2.2 池 中 的 球 曾 一 例 后 ,就 会 清楚 这 
一 点 ,注意 , 欠 要 求 这 一 遇 射 是 1-1 的 ,而 不 必 保 持 长 度 或 角度 ， 
或 任何 其 他 的 多 何 对 象 ， 在 几何 的 这 一 术 平 上 上， 甚至 长 度 还 未 
定义 ,而且 我 们 将 会 遇 到 一 些 物 理应 用 ， 在 其 中 并 不 需要 在 我 
和 果品 二 


们 的 流 形 的 点 闻 引 入 距离 的 概念 ， 在 这 一 初步 的 (或 “原始 "的 ) 
几何 水 平 上 ,我 们 只 是 要 保证 我 们 空间 的 局 部 拓扑 (如 土 .1 节 中 
记述 的 ) 与 ?的 一 致 ， 流 形 是 一 个 具有 这 种 拓扑 的 空间 . 

根据 定义 , 肌 射 使 可 的 点 卫 对 应 于 一 个 % 重 数 Cw( 了 P),…， 
oC 了 P)), 这 些 数 本 (PP 加 (也 ) 称 为 卫 在 这 一 典 射 下 的 坐标 ， 
这 已 玫 示 在 图 2.1 中 , 想象 一 个 * 维 流 形 的 方法 之 一 是 , 它 简 单 
地 就 是 一 个 任意 集 台 ， 而 在 它 的 任意 点 的 某 一 邻 威 中 可 以 给 出 
个 独立 坐标 。 因为 这 些 坐 讨 事 实 上 定义 了 到 BR" 的 所 需 的 映 
射 ， 我们 将 采用 把 坐标 的 指标 用 上 标 来 标记 的 标准 符号 ， 即 
(CP)，z34(P),…， wn(P) (不 是 x《P) 的 乘 方 ! ) 是 在 此 映射 下 
的 ”个 学 标 ， 

讨论 到 此 ,我 们 对 流 形 是 什么 应 该 有 一 个 一 般 的 概念 了 , 但 
是 ， 为 了 做 得 更 好 一 些 ,我 们 还 必须 考察 这 些 坐 标 映射 的 性 质 . 
假定 了 是 于 的 一 点 了 前 一 个 邻 域 刀 到 Br 的 一 个 开 集 AZ) 上 
的 一 个 1-1 映射 ,正如 上 面 所 强调 的 ， 邻 域 吕 不 必 包 插 整 个 对 


图 3.1 于 的 一 个 区 咸 可 到 Br 的 区 域 了 tC) 上 专 -个 41 映射 ， 
这 一 映射 使 枉 意 点 , 例如 刁 , 对 应 于 唯一 的 % 重 数 C1 物 ， 
用 这 一 方法 了 有 一 个 坐标 系 , 这 在 图 中 用 上 处 到 表 示 , 这 些 看 线 是 到 
中 通常 的 坐标 线 在 六 1 不 的 象 ， 


* 


ee re ear i er ep pe ee a ee eae 


(在 2.2 节 中 我 们 将 看 到 , 对 球面 不 能 取 成 整个 球 而 ), 因此 必 
定 有 其 他 邻 域 及 它们 旦 已 的 映射 ,并 且 好 的 每 一 点 必须 至 少 在 
一 个 这 样 的 邻 咸 中 ， 邻 域 及 它 的 映射 配 成 一 对 , 称 为 一 个 图 . 容 
易 看 出 ,如 果 形 的 每 一 点 计 少 属于 一 个 邻 域 ， 那 么 这 些 开 邻 域 
必定 相交 ， 而 且 正 是 这 些 相 交 
使 我 们 能 进一步 给 出 流 形 的 特 
点 (参见 图 2.,2)， 和 假定 玉 是 与 
相交 的 一 个 邻 域 , 而 且 下 有 
到 大 的 -个 开 区 域 上 的 一 个 
映射 9, 则 这 个 开 区 域 可 以 完 
图 2.2 所 中 相交 的 各 或 0 和 YY 多 不 同 于 了 把 可 映 成 的 那个 开 
《 幅 昧 的 区 域 )， 它 们 映 到 配 的 映 ”区 域 ， 广 各 的 交集 是 开 的 
根据 1.1 节 的 公理 《TI 而且 
流 隧 可 微分 类 的 特性 ， 坐标 系 。 因此 存在 联系 这 两 个 
坐标 系 的 方程 ， 为 了 求 出 这 一 方程 ， 从 相交 集合 在 了 下 前 象 中 
” 选 一 点 ( 即 召 * 中 的 一 点 )， 例 如 图 2.3 中 的 点 (8 各 人) 
映射 /有 道 了 ,因此 在 交集 合 中 存在 唯一 的 一 点 S, 使 得 它 在 
了 下 是 这 些 举 标 。 现 设 9 使 和 变 为 BR" 中 的 另 一 点 ,例如 说 (9 
信 , 0).《 我 们 已 经 构造 了 召 "-> 再 "的 合成 蛇 射 , 记 为 go 三 入 
用 这 种 方法 , 我 们 得 到 了 下 列 轿 数 关系 (坐标 变换 ): 
y= (ag), 化 3 ， Cr wy 


多 天 ,0) 


yy, a yg 2 
如 果 所 有 这 些 玉 数 上} 对 于 所 有 的 {0 的 夺 阶 及 小 于 上 阶 的 偏 
导数 都 存在 且 连 续 , 则 称 蜡 射 / 和 如 严 祝 地 说 , 应 是 图 (D， 力 


站 SO 。 


图 2.3 图 3.2 的 放大 ， 浅 明了 由 交 部 分 如 何 给 出 如 到 了 的 
一 个 映射: 先 施行 77, 然后 施行 9( 记 为 9° 了 他 . 
和 (人 7， 分 ) 是 C* 禄 关 的 ，( 这 是 在 1.2 节 中 引入 的 关于 可 微 
性 的 概念 . ) 如 果 可 以 构造 一 整套 图 ( 称 之 为 -个 图 集 是 很 恰当 
的 )， 使 得 下 的 每 一 点 至 少 在 一 个 邻 域 中 。 而 且 每 一 个 图 与 和 
它 相交 的 任 二 其 他 图 都 是 0* 相关 前 , 则 称 该 波形 天 是 一 个 Ox 
流 形 ，01 类 ( 它 包括 G% >1) 流 形 称 为 微分 流 形 . 

流 形 的 可 微 性 赋予 它 大 量 的 结构 , 可 以 定义 张 草 、 微 分 形式 
和 李 导 数 ， 这 一 微分 结构 是 我 们 的 主要 课题 ， 记 住 , 我 们 在 双 
上 还 未 引入 距离 的 概念 ， 而 且 我 们 还 没有 可 的 “形状 ”或 “ 曲 
次 ”这 些 概念 ， 我 们 只 知道 它 局 部 是 光滑 的 , 这 就 是 下 面 我 们 所 
需 的 一 切 . 

在 大 多数 应 用 中 ,我 们 将 假定 有 一 个 Cr 流 及 , 但 是 ,这 常 党 
并 不 是 完全 必要 的 . 有 时 我 们 会 感到 假定 有 一 个 解析 流 形 (O": 
函数 {9 全 是 {a 的 解析 丽 数 ) 是 方便 的 ， 这 与 物理 学 家 只 要 方 
使， 就 求助 于 解析 性 的 做 法 是 一致 的 ， 这 在 工 .8 节 中 已 提 色 这, 
我 们 将 采用 下 区 观点 : 第 一 次 学 习 这 一 课 题 , 为 了 看 到 微分 几何 
里 和 有些 什么 花样 ， 对 流 形 作出 相当 强 的 假定 是 有 好 处 的 ， 在 读 


Sl， 


者 对 这 一 课题 比较 了 解 后 , 就 可 以 考虑 放宽 假定 了 ， 因 此 , 谈 者 
可 以 候 定 : 在 本 书 中 , 波形 对 我 们 姓 巧 机 进行 的 任何 论证 都 是 必 
侣 可 徽 的 . 


2.2 球面 作为 流 形 


需要 一 个 以 上 图 的 流 形 的 最 简单 例子 之 一 基 球 面 . (“球面 ” 
一 词 总 是 指 球 的 表面 ， 不 包括 球 的 内 部 , ) 考 虑 二 维 球面 ( 记 作 
S , 邯 二 中 满足 C20)? 十 (83)? 填 (e3)? 一 常数 的 点 集 ， 其 中 任意 
尽 都 有 一 个 足够 小 的 邻 域 , 从 这 个 邻 域 到 六 中 的 一 个 贺 盘 上 有 有 
一 个 1 二 有 贞 射 (参见 图 2.4).。 这 表 肯 这 个 映射 的 确 是 不 保 长 或 
沾 保 角 的 ， 作 为 这 一 映射 的 一 个 特例 ， 考 虑 通常 的 球 疝 坐标 ， 


图 2.5 通常 的 球面 坐标 似乎 能 给 册 时 到 形 的 一 个 上 映 庙 , 这 对 
如 卫 那 样 的 一 般 点 是 可 行 的 , 但 是 , 北极 的 多 在 哪里 ? 曲线 下 


0 上 眶 和 急 的 象 有 两 点 , 取 哪 一 尽 呢 ? 
@ 友 辽 


6= 刀 及 由 二 ， 此 时 球面 里 射 到 长 方形 0<zr<r，0<e<2r 
.上 ， 如 图 2.5 所 示 ， 但 是 这 里 会 出 现 一 些 有 起 的 特征 、 首 先 该 
映射 在 极点 9 一 0 处 产生 了 问题 ,极点 被 “ 映 为 " 整 条 线段 s+ 一 0 
0<o<2w， 因 此 在 极点 处 ， 其 至 不 存在 映 冉 ， 第 二 个 困难 是 ， 
多 一 0 的 点 被 “ 映 到 ”o2 一 0 及 9 一 2 的 两 处 , 也 不 存在 映射 ， 为 
了 如 开 这 些 回 题 , 我 们 必须 把 映射 限制 在 开 区 域 0< 只 < 0< 
<2 上 ， 这 样 两 个 极点 及 连接 它们 的 半圆 ~0 就 在 映射 的 
定义 域 之 外 了 ， 因 此 在 这 里 就 泽 少 需要 两 个 映射 才能 完全 覆盖 
整个 球面 ， 第 二 个 呐 射 可 以 取 为 另 一 个 球面 坐标 系 , 它 的 多 =0 
的 曲线 在 第 一 个 坐标 系 的 产道 上, 例如 说 从 多 一 x/ 到 示 一 8w/ 
2、 了 于 是 ,球面 上 的 等 一 点 就 本 
少 在 这 机 个 图 的 一 个 之 中 。 用 
第 一 个 系统 的 举 标 表示 第 二 个 
系统 的 坐标 的 交 秋 函数 是 复杂 
的 ， 但 它们 显然 是 解析 的 ， 因 
此 , 球面 匡 一 个 经 白 流 形 . 


莉 2.6 训 刘 如 的 妹 板 映射， 集合 
球面 到 平面 上 的 球 极 映射 。 全 去 反 点 对 后 是 开 的 ， 它 入 


《图 23.6 是 其 紧 直 剖面 图 ) 是 鲜 整个 训 . 映射 在 点 可 处 失效 了 . 

到 如 的 一 个 区 域 上 的 一 个 较 好 的 映射 , 它 仅 在 一 点 和 失效， 该 球 
面 与 平面 相 切 ， 从 与 切 点 对 径 的 交点 作 一 站 线 ， 这 直线 与 球面 
相交 于 也, 与 BB 相交 于 旬 、 这 就 定义 了 这 一 虚 射 ;, 卫 映 为 所. 或 


者 换言之 , BS* 上 卫 的 坐标 正 是 如 中 忆 的 举 标 这 一 映射 除了 
在 点 信和 外 是 4-1 的， 因为 从 太 作出 的 直线 变 成 水 平 ( 卫 药 近 
六 ), 点 入 趋向 无 限 远 处 。 但 是 不 管 仿 在 到 中 的 佬 么 方向 趋向 
无 鼠 远 处 ,点 三 总 趋 近 站 .因此 码 映 为 所 有 的 无穷， 因而 在 
下 附近 就 需 用 另 一 个 坐标 片 ， 不 在 在 对 整个 早 适用 的 映射 注 
意 , 这 里 的 全 部 讨论 ， 事实 上 只 依赖 于 六 的 整体 拓扑 。 同样 的 


* 39. 


讨论 也 适用 于 诸如 套 或 酒杯 那样 的 曲面 , 它们 只 是 六 的 简单 变 
形 。 另 一 方面 ， 由 如 的 两 个 癌 心 圆 所 图 成 的 圆 环 的 二 维 内 部 ， 
却 可 以 单独 用 一 个 坐标 片 来 槛 盖 , 试 找 一 下 ， 


2.3 流 形 的 其 他 例子 


流 形 概念 的 用 处 事实 上 来 自 于 它 的 普遍 性 ， 它 包含 了 那些 
乏 常 并 不 看 成 是 空间 的 集合 ， 根 据 定义 ， 能 连续 参数 化 的 任意 
集合 并 都 是 一 个 流 形 , 它 的 维 数 就 是 独立 参数 的 个 数 .例如 : 

《i) 三 维 空间 中 刚体 的 所 有 转动 的 集合 是 一 个 流 形 , 因为 
它 可 用 三 个 “ 欧 拉 角 六 参见 Goldstein,14950) 来 连续 地 加 以 参数 
化 . : 
{站 ) 同 峰 地 , 所 有 纯 排 动 (pure boost) 省 伦 论 变换 是 一 个 
三 维 流 形 , 此 时 参数 是 该 推动 的 三 个 速度 分 量 ， 

{二 对 于 普 个 粒子 ,由 它们 的 所 有 位 置 (3 个 数 ) 和 速度 
六 个 数 ) 定 义 的 数组 确定 了 6 维 流 形 中 的 一 点 ， 这 个 流 形 
称 为 相 空间 ， 

(iv) 给 定 一 个 独立 变量 为 &、 因 变量 为 y 的 (代数 或 微分 ) 
方程 , 可 把 所 有 的 (%， te 尾 意 特 解 
是 些 流 形 中 的 一 条 曲线 . 这 一 概念 推广 到 独立 变量 和 因 
灾 量 的 才 目 为 任意 的 情况 中 

《v) 工 .5 节 中 所 定义 的 向 量 空间 是 特别 平常 的 流 形 ，《〈 这 
里 我 们 讨论 的 是 实数 上 的 间 量 空间 . ) 为 了 看 市 这 一 空间 是 一 个 
流 形 , 我 们 将 构造 一 个 从 它 到 其 一 BRB" 的 映射 。 假定 该 向 车 空间 
F 是 m 维 的 , 任远 一 基 {es， …， e+， 则 任意 疝 量 4 可 以 表示 为 
一 个 线性 组 合 ， : 


| Y= en. (2.1) 
但 是 9 是 VY 的 一 个 点 , 这 就 得 到 从 1 济 名 中 的 对 射 :ge 


和 


,eu)， 事 实 上 上 姬 的 每 一 点 在 此 映射 下 都 对 应 了 中 的 一 个 叭 
一 向 量 ， 因 此 , 不 仅 正 由 我 们 刚 构造 的 单独 一 个 伏 标 系 所 完全 
町 盖 , 测 且 六 作为 流 形 全 同 了 于 配 , 用 群 论 的 语言 地 汉 节 ) 来 说 ， 
六 和 再 是 同 构 的 ， 这 是 一 个 重要 的 结果 ， 它 意味 着 ， 如 果 方 
徇 的话, 每 一 个 向 量 空间 都 可 以 简单 地 看 成 是 R". 

(Vi》 上 述 例 (i) 是 李 群 的 一 个 例子 ， 我 们 现在 可 以 来 定义 
李 群 了 ，、 李 拜 G 是 一 个 群 , 它 同 时 也 是 一 全 C” 流 形 ,而且 加 上 
下 列 限 制 : 群 运算 诱导 了 该 流 形 到 其 自身 中 的 一 个 7” 上 映射. 这 
就 是 说 , 取 该 群 的 任意 元 素 4, 此 元 素 诱 导出 如 到 其 自身 中 的 映 
射 ah>pate 是 企 的 任意 元 素 ), 这 个 映射 必定 是 Cr 的， 有 体 地 
说 ,不 管 在 只 上 采用 秆 公 坐 标 , 5e 的 伐 标 必定 是 二 的 学 标 的 Cr” 
函数 .对 映射 的 这 种 要 求 , 事实 上 来 自 粕 容 条 件 , 以 保证 流 形 性 
质 与 群 性 质 相 和 疹 . 在 上 述 例 (9 中 ,所 有 转动 的 集合 构成 一 个 群 ， 
而 且 不 难 证 明 ， 这 一 群 结构 确实 是 与 其 三 维 流 形 结 构 审 容 的 . 
《用 SO(3) 标 记 这 一 李 群 . ) 李 群 的 定 关 可 能 看 上 去 是 抽象 的 , 而 
且 最 初 看 来 也 许 是 相当 枯燥 的 ,但 是 在 第 三 章 忠 , 我 们 对 它 将 会 
更 熟悉 一 些 。 局 是 李 群 的 一 个 简单 例子 ， 它 是 一 个 向 量 空间 
《参见 二 述 (V)) ,因此 是 一 个 寿 , 府 且 它 也 是 一 个 流 形 , 事实 上 ， 
BB* 是 最 简单 的 李 群 ， 


4. 生 整体 考察 


到 为 每 一 个 波形 在 局 部 上 都 与 基 一 全 所 胡同 ,所 以 在 微分 
儿 人 名 这 一 水 平 上 ， 有 相同 维 数 的 《及 彬 河 可 徽 类 ) 和 任意 两 个 沈 形 
在 局 部 上 荐 不 可 区 分 的 ， 但 当 我 们 考察 它们 的 整体 结构 时 ， 当 
然 就 不 是 这 种 情况 了 ， 正 如 2.2 节 中 所 前 晤 的 , 个 与 如 不同, 
作为 一 个 例子 , 球面 与 粉笔 的 表 团 虽然 都 没有 到 R*" 上 的 一 
个 单独 蜡 射 ,但 它们 具有 同样 的 整体 结构 , 从 一 个 到 男 一 个 存在 


人 


一 个 单独 的 完美 的 14-1 上映 躬 , 这 已 表示 于 图 23. 中 , 《精确 地 
说 ,粉笔 必须 有 非常 平滑 的 边界 ,才能 作为 一 个 Cr 流 形 而 与 镶 


图 2.7 一 支 光 涝 的 (0) 粉笔 可 以 
1-1 映射 到 :… 个 球面 总 上 。 读 映 
射 是 费 体 的 并 不 局 眠 在 坐标 片上 . 
这 是 一 个 微分 同 胚 ， 而 它 的 北 也 是 
一 个 微分 同 抵 ， 


全 同 . ) 从 一 个 Or 流 形 对 到 另 一 
个 站 的 这 样 一 个 映射 , 如 果 是 于 - 
1 和 CO- 的 (映射 是 0" 的 , 指 的 是 
到 中 点 的 坐标 是 该 点 在 于 中 的 
逆 条 的 坐标 的 无 限 次 可 微 丽 数 )， 
且 它 的 道 也 是 Oe 的 ， 则 称 它 是 
本 钢 玉 上 的 一 个 微分 同 枉 .如果 
存在 这 祥 的 一 个 映射 ， 则 称 流 形 
用 和 态 且 微分 同 胰 的 .茶杯 的 表 
面 微分 同 胚 于 错 环 (轮胎 }， 因 为 


它们 都 有 一 个 洞 , 从 一 个 可 以 光滑 地 变 为 男 一 个 . 
我 们 在 本 书 中 讨论 的 大 部 分 儿 何 都 是 局 部 的 ， 只 依赖 于 微 
分 结构 .但 是 在 有 些 场合 , 例如 在 研究 纤维 从 和 冰 数 的 积分 时 ， 


流 形 的 整体 性 质 将 是 十 分 重 可 的 . 


.5 曲线 


流 形 中 的 曲线 对 我 们 来 说 是 很 


重要 的 . 曲线 的 通常 概念 是 型 中 的 
连续 点 列 。 这 里 容易 下 一 个 稍 有 不 
闻 的 定义 : 曲线 是 的 一 个 开 集 合 
到 如 中 的 一 个 (可 微 ) 映 射 (和 见 图 
2.8)， 这 样 ， 我 们 使 豆 中 的 一 点 
( 它 是 一 个 实数 ， 例 如 说 加 对 应 于 


于 中 的 一 个 点 ， 后 者 称 为 和 的 象 点 。 


图 3.8 型 中 的 一 根 曲线 是 站 到 
并 中 的 一 个 映射 。 互 ! 中 的 点 克 职 
为 直 中 的 卫 . 型 中 从 a 到 b 的 开 
代 间 的 象 是 姓 由 图 东 的 曲线 . 


所 有 象 点 的 集合 就 是 通常 


意义 下 的 曲线 ， 但 是 我 们 的 定义 是 赋予 每 一 个 点 一 个 值 ， 显 


然 ,我们 有 了 一 根 参数 化 了 的 曲线 , 其 参数 为 %、 因此 , 即使 两 根 


曲线 在 省 中 有 同样 的 象 , 只 要 对 象 点 赋予 不 同 的 参数 值 , 它们 
就 是 不 同 的 ， 向 样 , 所 亩 “可 微 " 映 射 ， 指 的 就 是 象 点 的 坐标 
{9, 一 4， … 0} 是 和 的 可 微 沙 数 . 

2.6 并 上 的 函数 


训 上 的 醉 数 指 的 是 一 个 法 则 ; 它 对 三 中 的 每 一 点 指定 一 个 
实数 (函数 的 值 )、 当 型 的 一 个 区 域 可 微 地 映 到 BR? 的 一 个 区 域 
上 时 ,该 函数 变 为 Be 上 的 一 个 函数 (和 参 郊 图 2.99， 如 果 这 个 天 
数 在 如 中 可 微 ， 则 称 它 为 六 上 的 一 个 可 微 画 数 ， 可 以 换 一 种 
说 法 ， 浮 数 可 抽象 地 记 为 大 PP), 这 里 卫 基 性 中 的 一 点 ,但 卫 
有 坐标 , 因 出 我 们 可 以 用 一 些 代 数 玫 还 式 了 (wsH，…， sw 中 来 表 
未 该 函数 的 值 ， 如 果 这 一 央 达 式 对 其 变量 可 微 ， 则 此 郑 数 是 可 
微 的 . 坐标 本 身 当 然 是 连续 和 无 限 可 微 的 函数 ， 章 如 函数 吧 
(CPP) 是 点 卫 的 第 三 个 坐标 值 ). 

从 现在 起 我 们 将 避免 直接 提 及 虹 到 忌 " 的 这 个 对 射 ， 但 我 
们 将 偶而 提 及 堂 标 ! 它 们 描述 了 这 个 映射 到 目前 为 止 ， 讨 论 
映射 的 目的 在 于 以 尽 囊 能 精确 的 方法 来 建立 一 些 基 本 概念 ， 从 


FrF} 
图 2.9 直 下 的 匡 娄 7 是 吐 到 丽 的 一 个 映射 ， 从 虹 的 一 个 也 
括 王 的 区 域 刀 到 名 的 一 个 区 域 9(0) 上 的 党 标 屿 射 9 有 一 到 
逆 , 音 成 觅 射 fg 给 出 了 到 型 的 一 个 映射 ， 它 是 下 上 的 一 
个 廿 数 ,这 正 是 用 三 的 尝 标 琢 示 的 沁 王 ) 的 表达 式 ， 
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现在 起 我 们 将 把 兴 是 放 在 舍 用 这 些 颖 念 来 发 展 流 形 的 微分 绪 
构 上 ， 困 此 我 们 总 是 搬 定 ， 我 们 在 流 形 上 能 建立 古 粹 2， $=1， 
“…， 赴 ， 而 且 尾 意 足够 可 微 的 局 部 可 北方 程 组 饼 = 久 (om (部 雅 
可 比 是 非 夫 的， 参见 1.2 节 ) 都 构成 一 个 变换 成 新 坐标 {yj 二 
，"…, 二 的 可 接受 的 坐标 变换 . 


上 


2.7 向 量 和 向 量 场 


考虑 通过 型 的 了 点 ,由 方程 吧 一 2 人 一 二 2 描述 
的 一 根 曲 线 。 再 车 虑 于 上 的 可 微 画 数 起 二 … 地) ( 简 记 为 
了 (中)， 在 出线 的 每 一 点 上 ,了 有 一 个 值 ， 所 以 沿 着 此 曲线 就 有 
一 个 可 徽 画 数 9Cw， 它 给 出 了 在 参数 值 是 的 点 的 值 ; 
8 


利用 链 规则 来 微分 ,给 出 
dg _ was ap 
Er 2.2 


这 对 任意 荡 数 gg 成 立 , 因 此 我 们 有 
六 -加 页 .3) 

现在 ， 依 据 对 欧 儿 里 得 空间 中 向 苦 的 通常 和 看法， 我们 可 以 
说 ， 数 集合 {syd%} 是 曙 钱 芝 ( 和 的 切 向 量 的 分 量 . 这 可 从 下 
面 看 出 , 节 a 蚌 洛 曲线 的 无 穷 个 位 移 ,把 它们 除 以 鸡 后 ， 有 只 改 
变 其 数值 ， 不 改变 其 方向 ， 事 实 上 ， 由 于 一 棚 昌 线 有 唯一 的 参 
数 ,因此 每 一 根 上 曲线 就 有 唯一 的 集合 Tazy ax 于 是 就 称 它们 为 
此 曲线 的 切线 的 贡 量 ,内 而 根据 我 们 对 曲线 的 定义 ， 每 一 根 曲 
线 部 有 瞧 一 的 切 向 量 . 

当然 , 依据 下 面 两 个 不 同 移 理 出 ,每 一 个 向 匡 基 通过 呈 点 的 
元 穷 多 要 不 问 曲 线 移 切 向 量 。 首先 , 存在 许 密 明 终 , 它们 披 此 居 
e BB » 


切 且 在 忆 有 闻 一 个 切 向 量 ; 其 次 , 基因 为 对 相同 的 路 乱 可 以 加 以 
不 同 的 参数 化 ,而 在 卫 点 给 出 同一 个 切 向 景 ， 这 些 已 在 图 2.10 
中 作 了 说 明 ， 作 为 例子 , 我 们 考察 简单 遇 缓 oz 人 2) -tat, 这 里 数 
{a 是 常数 ， 于 是 ,如 果 卫 是 和 =0 的 点 , 则 也 点 的 切 向 医 便 类 
dvdh=a'， 荔 一 曲 钱 0 一 35: 十 go ， 当 j= 时 也 经 过 了 
点 , 且 在 卫 点 有 间 样 的 切 向 量 dvi/dyeat，、 把 第 一 根 曲 线 重 新 
参数 化 . x' 一 (p74) am’ 它 通过 所 有 间 样 的 点 ， 且 在 PCp= 站 处 
有 同样 的 切 向 量 dxYqp 一, 因此, 每 一 个 向 量 实 际 上 未 征 了 过 
此 点 的 曲线 的 一 个 等 价 类 . 


圈 2.19 (a) 两 根 曲 线 在 相同 的 切 向 晤 ， 人 5) 两 根 遇 线 有 术科 
的 个 径 , 但 不 司 的 参数 化 。 如 果 这 些 映射 分 别 束 为 加 和 ho, 则 映 
射 如 ?ei 给 出 这 两 个 参数 之 间 的 -人 关系 ; 2= 和 (Mm)。 若 在 了 
点 有 haf 和 4 一 1, 则 六 切 问 最 在 王 点 相同 ， 

“向 量 " 这 一 术语 的 用 法 依 确 于 从 交 见 里 得 空间 得 来 的 一 些 
熟 疙 的 概念 , 它 是 通过 与 位 移 dx! 的 类 似 性 来 定义 的 ， 然 而 , 天 
为 流 形 上 的 点 之 间 不 必 有 距离 的 联系 ， 所 以 我 们 需要 有 癌 量 的 
另 一 种 定义 , 它 只 依赖 于 站 的 点 的 无 穷 小 邻 域 ， 假定 和 是 
两 仿 数 , 而 z+ 一 wx) 是 过 卫 的 男 一 根 出 线 ， 于 是 在 了 点 有 

d «1 dr 2 
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现在 ,数组 {edeid 二 Idzydn] 是 一 个 新 向 景 的 分 量 , 它 必 定 是 
2 。 


过 卫 点 的 某 一 曲线 的 切 商 量 。 训 而 必定 存在 一 根 曲线 ， 例 如 它 
的 参数 为 加 ,在 卫 点 有 
1 革 
就 -了 CE 和 ) Br 
把 这 两 个 结 困 结合 起 米 , 在 了 点 便 有 
d 
芯 +5 训 =- 苛 . 
所 以 , 党 曲线 的 方向 导数 , 诸如 dyd%, 物 成 卫 点 的 一 个 向 量 空 
加 7. 在 企 何 华 标 系 中 都 有 一 些 特殊 的 曲线 , 即 坐 标 曲线 本 身 , 沿 
坐标 曲线 的 导数 就 是 2/8 和 而且 忆 .3) 式 表明 任意 d/q2 都 可 写 
” 戌 特别 的 导数 By 的 一 个 线性 组 合 . 出 此 得 到 fa/a 叶 是 
此 向 量 空间 中 的 一 个 基 , 因此 (2.3) 式 吉明, d/d% 在 这 个 基于 具 
有 分 其 tqz7d 对 ， 所 以 我 们 得 到 了 一 个 非常 值得 注意 的 绪 果 : 书 
所 的 所 有 切 向 量 的 空间 与 沿 着 上 暴 线 的 所 有 在 王 点 的 导数 的 空间 


ts 


的 切 向 量 ， 我 们 将 采用 这 种 观点 ， 因 为 这 有 三 个 好 收 ， 首先 
是 精确 ,因为 这 并 不 涉及 到 通过 有 限 距 离 的 位 移 。 共 次 , 并 不 要 
提 到 坐标 ; 尤其 是 , 这 样 做 并 不 依靠 诸如 “ 按 …… 一 样 变 换 ” 的 那 
种 概念 。 最 后 ,导数 是 沿 着 盟 线 的 某 种 “运动 ”， 从 概念 上 讲 ， 这 
是 一 个 切 向 量 记 产生 的 ; 念 
可 最 结合 一 此 非 常 有 力 的 结果 ， 

我 们 仍然 保留 了 向 量 作为 曲线 的 一 个 带 科 号 的 切 向 量 前 
“图 象 ,因为 分 量 是 完全 一 样 的 ， 然 而 , 现在 我 们 必须 知道 只 有 
在 同一 点 卫 的 向 量 可 以 在 一 起 煌 加 ,不同 点 的 向 量 彼 此 没有 奖 
系 ， 这 些 向 量 不 在 居中， 而 是 在 了 点 的 急 空间 中 ， 我 们 殷 这 
二 这 些 导 数 如 果 要 构成 一 个 向 量 空 间 的 话 , 于 当然 里 服从 1.5 企 中 的 其 他 公理 。 
也是 北 法 显 的 仅 是 线性 组 合 下 的 寺 闭 性 ， 
AD ， 


一 空间 记 作 Tp， 对 于 通常 的 流 形 , 诸如 球 的 表面 ,很 容易 把 这 
一 切 空间 想象 为 在 球面 上 的 那 一 点 上 与 球面 相 切 的 平面 .对 于 
更 一 般 的 抽象 淆 形 想 象 它 可 能 就 困难 了 . 

我 们 将 用 向 量 来 表示 于 上 给 定点 已 处 的 一 个 向 量 ， 而 网 
量 场 指 的 是 一 种 法 则 : 它 在 前 每 一 点 定义 了 一 个 向 量 . 


2.8 基 向 量 和 基 向 量 场 


在 任意 点 卫 空间 Tp 基 一 个 维 数 与 流 形 维 数 % 相同 的 向 癌 
空间 Dy 中 任意 %% 个 线性 无 关 向 量 荐 Tp 的 一 个 基 . 对 型 的 所 
有 点 P， 在 短 个 Tr 中选 一 个 基 ， 我 们 就 得 到 向 量 场 的 一 个 基 ， 
如 果 我 们 在 卫 的 一 个 分 域 如 中 有 一 个 华 标 系 世 ], 则 这 些 坐 标 
对 局 中 的 所 有 点 定义 了 举 标 基 {89/8% 直 . 

. 但 是 我 们 也 可 不 应 用 坐标 基 , 而 对 任意 基 { 少 来 定 出 向 量 ， 
这 里 下 标 衬 用 来 给 基 向 量 编号 ， 以 区 分 它们 ， 它 并 不 表示 什么 
东西 的 分 量 . 在 点 卫 任意 向 其 六 可 写 为 
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数组 信人 是 了 在 {B/ar9 上 前 分 量 . 数组 他们 蚌 在 {8 上 
的 分 量 ， 并 且 是 按 通 常 的 向 量变 换 规则 与 天 联系 的 ,这 一 点 我 
们 以 后 将 会 讨论 ， 如果 把 了 , 基 {8/aa4j 和 {ey} 看 成 向 量 场 , 那 
么 场 玉 的 分 量 {V*} 和 TFT 就 是 歼 上 的 琴 数 ， 如 果 这 些 函 数 
是 可 微 的 , 则 称 此 回 量 场 是 可 微 的 ， 

在 上 面 的 讨论 中 ， 我 们 假定 (未 言明 )， 任 意 坐 标 系 的 向 量 
{arasd 实际 上 在 避 的 任意 点 卫 都 是 线性 无 关 的 .这 样 做 为 什 
么 是 正确 的 呢 ? 我 们 将 证 明 这 正 是 这 些 坐 标 在 卫 点 是 好 尝 怀 的 
条 停 , 即 它们 要 能 给 出 卫 的 某 一 个 邻 域 口 到 B" 的 一 个 区 域 广 
上 的 一 个 二 1 映射 。 考 虚 吕 上 的 一 组 好 奉 标 , 例如 说 {y', 2 一 1 


和 如 生生 


,于 是 从 (到 如 的 英 射 可 以 用 方程 组 
ye), 六 让 和 过) 了 一 于， "7 

沾 示 ， 根据 反 范 数 滤 理 (1.2 节 ), 当 有 旦 仅 当 雅 可 比 第 阵 By!/ am 
有 一 个 非 堆 的 行列 式 , 则 此 映射 在 UU 中 是 1-4 的 (有 逆 )， 这 意 
味 着 在 恕 的 任意 点 ， 分量 为 (69 /B81l， Bo Oy"/921)， 
(By /Ov?, Oy Bw’, i, By Ge), (By BoP, , Oy 
Be 中 的 这 些 向 其 是 线性 无 关 敬 , 但 是 ,它们 正 是 向 景 {6/B%i, 一 
2 在 1 人 了 系 的 侣 标 划 上 的 耸 量 , 因为 根据 链 法 则 ,我 们 有 
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对 其 他 到 也 有 类 做 的 情况 。 因此 当 且 仅 当 {Brax 在 忌 的 每 一 
战 是 向 量 的 基 时 ,1 了 才 确 实 是 已 中 的 一 个 好 坐标 系 ,读者 可 试 
着 看 一 下 , 球面 上 球面 华 标 的 基 疝 量 在 极点 外 是 如 何 变 坏 的 。 


2.9 纤维 从 


把 流 形 机 与 它 所 有 的 切 空间 人 结合 在 一 起 , 便 得 到 一 个 
特 划 有 趣 的 流 形 ， 图 2. 和 1 说 明了 下 人 州 最 简单 的 铺 况 : 一 个 一 名 
流 形 好 (一 般 临 线 ) 及 其 切 空 间 ( 在 一 点 与 曲线 相 切 的 直线 ) 在 
图 2. 二 的 8) 中 ,我 们 画 出 了 曲线 及 一 些 切 空间 , 这 是 一 些 与 曲 
线 相 切 的 直线 ， 而 且 每 根 直线 必须 想象 成 沿 两 个 方向 无 限 地 伸 
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Th 10 | 
1 
t 

ay (a 
图 23.11 ca) 一 个 一 维 流 形 及 它 的 一 些 切 空间 地) 同时 tony， 
只 是 把 切 空 间 画 成 彼此 平行 的 , 以 避免 虚 假 的 重合 ， 


本 1 


展 册 去， 以 重 在 每 一 点 有 任意 长 的 向 量 : 但 是 用 这 一 方法 画 的 
话 ,图 将 基 一 团 精 的 ,因为 各 个 切 空间 杂乱 无 童 地 相交 , 且 和 曲 
组 型 相交 ， 面 这 个 图 的 一 个 更 好 的 方法 是 图 2.11(23), 这 里 平 
行 地 画 出 各 切 空间 , 它们 和 后 此 并 不 相交 ,而 且 他 们 仅 在 定义 它们 
的 那 一 点 处 越过 型 。 但 是 不 李 的 是 ， 这 种 周 形 不 能 表示 出 每 个 
zz“ 相 切 "于 曲线 的 这 一 事实 ， 但 是 要 清晰 就 得 付出 这 一 代价 ， 
铅 重 线 和 上 的 每 一 点 囊 示 一 个 向 量 , 具有 "长度 ” 且 在 了 点 与 
型 相 切 .图 3, 革 ( 全 还 囊 示 了 一 些 其他 情况 : 图 (一 个 二 维 流 形 ) 
中 每 一 点 是 型 的 一 个 且 仅 是 一 个 切 空 间 中 的 一 点 , 情 如 说 脖 形 
的 吾 点 处 的 王 z 中 的 一 点 ， 对 于 此 图 中 的 每 一 点 ， 存 在 着 一 个 
且 只 有 一 个 而 量 ( 位 于 型 的 一 点 且 只 有 一 点 处 ), 这 就 定义 了 一 
个 新 的 访 形 了 站， 它 包 托 在 所 有 点 的 记 有 岗 量 ， 因 此 它 是 两 维 
的 、 它 称 为 纤维 从, 而 妊 维 是 对 每 一 点 卫 定义 的 空间 zzr. “ 娃 
维 一 词 涯 出 于 诸如 图 3. 苹 (2) 中 前 夯 法 ， 为 了 看 出 了 4 确实 
是 一 个 二 维 流 形 ， 让 我 们 对 它 的 一 部 分 构造 一 个 华 标 系 .， 设 一 
维 流 形 对 有 举 标 x， 让 我 们 对 型 在 由 某 个 双 和 五 决定 的 区 域 
2<w8< 中 的 点 处 ， 找 与 之 相 切 的 切 空 间 的 泽 标 .我们 假定 华 
标 z 本 身 碍 这 一 区 域 中 蚌 一 个 好 奉 标 . 《这样 假定 的 原因 在 下 测 
的 2,i11 节 中 将 会 清楚 的 . ) 在 任意 点 卫 处 的 任意 切 向 量 玉 可 表 
示 为 . 
FF =y8/8%, (2.4) 
因此 分 量 4 基 宛 p 的 一 个 坐标 4 汪 较 (23. 和 全)， 显 然 它 是 整 根 纤维 
六 上 上 的 一 个 好 尝 标 六 为 每 一 要 纤维 有 一 个 固定 的 2 值 , 坐标 
(Cz, 办 确 定 了 -个 特定 的 向 量 (), 它 切 于 一 个 特定 的 点 (2), 因 
为 根据 定义 此 纤维 锥 上 的 每 一 点 必定 位 于 某 一 这 种 区 域 之 中， 
因此 我 们 证 明了 人 了 戏 是 一 个 流 形 ， 明 显 地 ,这 种 构造 法 容易 推 
广 到 高 维 流 形 的 切 纤维 从 上 去 ， 如 果 p 的 泌 标 用 站 上 卫 点 向 


ss 三 人 


时 的 坐标 基 袁 示 式 (2 . 包 来 决定 的 话 , 则 星 举 标 系 称 为 了 4 的 自 
然 誉 标 系 . 
现在 ,图 2.142 中 用 虚线 天 出 的 纤维 从 中 的 一 根 曲 线 在 形 的 

每 一 点 给 出 了 一 个 特定 的 向 
量 , 因此 ， 些 曲线 定义 了 于 
上 的 一 个 向 量 场 ， 这 样 的 一 
根 血 线 ( 即 处 处 不 平行 平 纤 
维 的 一 根 曲 线 ) 称 为 了 型 的 

到 3.12 一 维 流 形 下 ( 租 线 ) 的 纤维 内 一 个 截面 显然， 去 问 此 曲 

了 的 一 个 截面 ( 契 线 ). 线 的 “长 度 ” 就 没有 音义 了 ， 
因此 我 们 就 有 了 流 形 的 一 个 例子 ， 在 其 上 通常 并 不 费心 再 去 定 
义 度 规 . 

一 般 前 纤维 从 由 一 个 底 流 形 (在 我 们 的 例子 中 ， 这 是 曲线 

好) 和 依附 在 底 空间 的 每 一 点 上 的 一 根 纤 维 所 组 成 ,如 果 廊 空间 
是 % 维 的 ,而 每 很 纤维 是 澡 维 的 , 则 此 从 就 是 mw 十 n 维 的 ， 它 是 
一 种 特别 的 流 形 , 因为 它 具有 可 以 分 解 成 纤维 的 性 质 ,一 很 纤维 
上 的 点 是 彼此 相关 的 ， 而 不 同 纤维 上 的 点 是 无 关 的 . 这 一 点 可 
以 用 定义 一 个 投影 映射 二 来 使 其 正式 化 .这 一 映射 抬 纤维 上 的 
任意 点 映 为 这 根 告 维 依附 在 底 流 形 上 的 那个 虚 ， 一 般 的 流 形 没 
有 这 种 定义 在 其 上 的 投影 鼎 射 ， 下 面 的 例子 给 出 了 可 以 表述 为 
纤维 从 的 大 景 空间 ， 


3.40 纤维 从 的 例子 

《i ) 我 们 考察 过 的 纤维 从 了 于 是 由 一 个 流 形 和 它 的 切 空 
闻 构 成 的 ,这 称 为 切 从 ， 这 是 物理 学 中 最 二 要 的 抽象 流 形 之 一 ， 
对 于 一 个 区 维 波形 ,了 1 是 22 堆 的 . 

《ii) 在 本 章 和 前 后 面 ,我 们 将 把 向 基 场 推广 成 张 量 葛 ， 在 任 
+ 三 中 


意 可 微 流 形 上 ， 对 每 一 种 类 弄 的 张 量 都 存在 相应 的 具 

(id) 纤维 不 必 与 底 空 间 的 微分 结构 相关 . 考虑 描述 一 个 基 
本 粒子 状态 的 “内 部 "变量 ， 例 如 同位 旋 ， 纤 维 是 同位 旋 空 间 而 
底 空 间 是 时 空 的 众 ， 可 以 用 来 描述 粒子 的 位 置 变 量 (%, gp % 人 
及 其 内 部 (同位 旋 ) 状 态 . 

(iv) 和 牛顿 所 采取 的 对 时 空 的 看 法 , 具有 一 个 自然 的 纤维 从 
结构 。 牛 额 和 侦 利 略 认为 时 间 是 绝对 的 ， 对 时 间 的 同时 性 每 个 
人 的 看 法 都 是 一 致 的 ， 而 不 管 它们 发 生 在 什么 地 方 ， 所 以 我 们 
可 以 如 下 地 构造 一 个 从， 它 的 底 空 间 
是 型 ( 时 间 )， 而 它 的 纤维 是 如 ( 空 
间 )， 正 如 图 2.18 所 示 ， 在 不 同 纤维 
上 的 点 (不 同时 间 的 空间 点 ) 之 涪 没 有 
自然 的 关系 , 因为 牛顿 物理 中 没有 “ 绝 
对 空间 两 个 彼此 有 相对 送 动 的 不 同 
观察 者 对 什么 构成 了 空间 的 一 个 固定 


图 2.13 牛顿 ( 秋 利 上 ) 时 
ea 空 的 自 热 时 维 闪 结 坦 ， 它 
点 看 法 是 不 一 至 的 因此， 虽然 存在 可 分 解 为 普 适 时 间 为 常数 


以 至 为 底 空 间 的 自然 纤维 处 结构, 但。 的 隆 时 切片 ， 

是 不 存在 一 个 以 如 为 底 空 间 的 自然 纤维 从 结构 , 爱 因 斯 坦 相对 
论 的 一 个 结果 是 破坏 了 这 一 从 结构 ,而 代 之 以 另 一 种 鱼 攀 : 度 规 
结构 (参见 下 面 的 2,31 节 ). 


'2.1 对 纤维 从 深入 考察 

为 了 评价 纤维 从 概念 的 丰富 内 容 和 有 用 性 ， 我 们 应 该 考察 
与 纤维 从 有 关 的 两 个 方面 ， 这 就 是 它 的 整体 性 和 在 其 结构 中 群 
的 重要 性 . 

为 了 理解 纤维 从 所 具有 的 有 趣 的 整体 性 质 ， 我 们 首先 必 妥 
定义 一 个 较为 简单 的 儿 念 , 即 圣 积 空间 .有 两 个 空间 大和 请 ,就 


$s 三 总 


Ha he 


有 一 个 相伴 的 《 笛 卡 儿 》 溢 积 空 间 开 xx 不 , 它 由 所 有 有 序 对 (o, 细 
构成 , 其 中 属于 型, 而 二 属于 下， 例如 ， RB? 可 定义 为 滋 积 本 
x Bi， 如 果 型 和 如 是 流 形 , 则 天 x 克 显然 也 是 一 个 流 形 ， 寻 
的 一 个 开 集 J 的 航标 集合 ft 4 一 To 与 放 的 一 个 开 人 党 
F 的 坐标 集合 {5 一 1，…, 对 梅 成 开 x 下 的 开 集 (ZI 的 
Ww 十 % 个 举 标 的 集合 ， 从 纤维 从 的 上 述 移 造 法 显然 可 知 ,纤维 从 
至 少 在 局 部 上 是 乘积 空间 , 底 流 形 五 的 一 个 开 集 太 与 罕 示 一 根 
标准 纤维 的 空间 了 (所 有 纤维 都 与 了 全 同 ) 的 情 积 口 x 下 , 这 事 
实 工 构成 纤 继 从 的 一 部 分 定义 : 它 是 局 部 平凡 的 《 当 我 们 考察 B 
的 局 部 区 域 时 , 它 蚌 一 个 菜 积 空间 ). 有 兴趣 的 问题 基 , 它 是 否 基 
整体 平凡 的 ; 即 是 否 整个 纤维 从 可 以 到 示 为 儿 积 BX 了 . 

其 答案 通 吾 是 否定 的 ， 我 们 将 给 出 两 个 例子 来 说 明 这 个 问 
题 及 其 解答 的 意义 ， 

(i ) 考察 了 82, 即 二 维 球面 gs 上 的 切 从 . 如果 它 是 整体 平 
几 的 ， 则 存在 TS? 到 Sx BR?( 标 准 纤维 ( 切 平面 ) 是 R”)) 上 的 一 
个 Or 1-1 映射 (一 个 微 务 同 胚 )， 考 察 S9x BR 中 具有 (P,P 了 ) 形 
式 的 点 的 集合 ,其 中 卫 是 印 的 任 一 点 , 而 是 琴 中 给 定 的 周 
定向 量 . 于 是 上 上述 映 射 的 道 给 出 T83 的 一 个 处 处 不 为 堆 的 截面 ， 
即 在 名 上 定义 了 一 个 处 处 不 为 从 的 Ce 向 量 场 , 但 是 事实 上 在 
人 上 不 存在 处 处 不 为 党 的 0” 问 量 场 ， 这 是 有 名 的 但 又 是 困难 
的 球面 固定 点 定理 的 一 个 结 时; 全 到 其 自身 上 的 每 一 个 二 工 辟 
射 (微分 同 且 ) 至 少 使 8? 的 一 个 点 固定 不 动 . 正如 我 们 在 3.1 节 
中 将 要 看 到 的 ， 一 个 处 处 非 零 的 向 量 驳 会 产生 一 个 没有 不 动 点 
昔 上 映 射 ， 所 以 于 8 没有 一 个 束 体 的 乘积 结构 . 这 就 是 所 谓 从 不 
是 平凡 的 一 个 例子 , 其 原因 是 底 流 形 8 的 拓扑 . 

(ii) 第 二 个 例子 表明 ， 基 至 当 底 空间 儿 许 一 个 平凡 准时 ， 
我 们 确实 还 可 以 构造 一 个 非 平凡 只。 考察 关 5+ 的 切 点 231 不 


和 只 章 * 


象 9, 圆 允 许 一 个 处 处 不 为 零 的 连续 向 量 场 ,而 PS: 与 积 空 间 
人 4x 召 余 同 , 这 已 明示 和平 图 2. 取 中 。 这 正 是 图 2.11( 的 所 示 的 
局 部 图形 的 丫 体 描述 ， 但 是 ， 假 定 我 们 在 图 2.14 中 的 卫 点 处 
“ 尊 开 ?此 圆 ， 日 把 此 从 展开 放 平 ， 如 图 2 .1 所 示 。 为 了 从 图 
2.15 重新 得 到 3.44 我 们 只 需 把 4 与 a, 了 与 P', 5 与 5 等 等 
同化 ， 但 是 我 们 世 能 通过 构成 一 个 默 比 乌 斯 带 来 把 这 纤维 从 用 
不 同 的 方法 重新 安装 起 米 ， 把 a 与 加, 也 与 P' ,5 与 w 等 等 同 
化 ， 这 就 给 了 这 条 带 一 个 担 曲 ， 使 它 连 起 来 后 象 网 2.16 那 祥 ， 
局 部 地 它 仍 而 图 2. 计 (四 一 样 。 事 实 上 , 在 总 的 任意 连通 开 真 
子 集 (“ 真 ” 指 的 是 与 名 不 全 同 ) 上 的 那 部 分 从 到 图 2. 妈 的 同样 
部 分 上 有 一 个 工 工 连续 默 射 , 我 们 必须 绕 行 一 周 才 能 看 出 , 从 整 
个 一 个 从 到 整个 另 一 个 藉 上 不 存在 连续 前 -映射 ， 所 以 ， 黑 
比 与 斯 带 不 是 一 个 乘积 空间 ， 因 而 第 二 个 具 是 非 平凡 的 ， 在 近 
代 粒 子 物理 学 中 ， 用 类 似 的 方法 来 构造 有 非 平凡 结构 的 从 以 定 
义 所 谓 的 “ 酸 子 ” 

软 比 乌 斯 带 这 一 例 给 了 我 们 一 个 教 测 ， 单 单 说 明 丛 的 廊 空 
闻 和 纤维 是 不 够 的 ， 国 为 可 能 有 不 止 一 种 六 法 来 构造 失 ， 对 纤 
维 从 我 们 需要 一 个 更 好 的 定义 , 而 这 正 是 群 进入 的 屯 方 ，S' 上 
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由 br 
图 2.14 洽 造 了 3 的 平凡 方法 : 国 塌 和 图 宕 .15 汪 一 笋 纤 绯 欧 开 
酝 准 线 维 型 (画作 和 镶 厄 线 ;的 忱 积 空间 ， 了 B81 并 把 它 展 开 ， 纤维 存 铅 
比较 图 3.11(9)， 垂 方向 伸 形 到 无 限 远 ， 
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图 2.18 共 的 加 比 岛 所 带 形式 : 图 3.19 楼 盖 旭 的 一 个 邻 域 系 。 
当 我 们 娆 男 局 走 一 醒 时 , 纤维 凑 删 每 一 部 域 的 范围 由 括 号 所 标明 - 
了 一 次 . 局 部 地 蕊 仍 有 图 2.11t8) 0 与 V3 相交 ,Vs 与 Ts 相交 
所 示 的 疗 梓 结 雇 ， 直列 V3 与 C1 机 安 。 


这 两 个 纤维 从 之 间 的 差别 在 于 所 谓 的 从 的 第 构 群 为 了 更 紧 
凑 地 给 出 纤维 从 的 完整 定义 ,我 们 需要 定义 同 胚 , 它 就 是 从 一 个 
空间 到 男 一 个 空间 一 个 1-1 映射 , 而 且 它 与 它 的 道 喘 射 都 是 连 
续 的 1,《 有 关 有 映射 的 一 些 术 诸 的 解释 ,请 参看 1.2 节 . ) 我 们 定义 
纤维 从 为 一 个 空间 如， 它 给 出 一 个 底 流 形 8, 一 个 投影 m: 加 -> 
,一 根 标准 纤维 也, 也 到 其 自身 上 的 一 个 同 卡 结构 群 人 G， 以 及 
覆盖 如 的 一 个 开 集 合 族 {04}( 即 一 些 开 集 , 它们 的 和 集 是 8)， 
所 有 这 一 些 满足 下 列 条 件 ; 

(i) 从 是 局 部 平凡 的 ,这 指 的 是 在 任意 集合 上 的 从 , 即 
x-2(Uj)， 有 一 个 到 乘积 室 间 加 ;x 上 的 同 肥 ， 这 一 点 上 面 已 
经 提 到 了 ， 这 个 同 胚 的 一 部 分 是 从 每 一 根 纤维 , 例如 说 (4) 
(这 星 = 是 召 的 一 个 元 素 ) 到 丈 上 的 一 个 同 胚 ， 设 用 启 (e) 来 标 
记 这 一 映射 , 它 由 确定 纤维 的 点 以 及 包含 的 集合 Di 的 指标 
了 所 共同 确定 . 

(五 ) 当 两 个 集合 UV; 和 TU 相交 时 ， 对 交集 中 的 一 个 给 定 
点 就 有 从 它 的 纤维 到 加 上 的 两 个 同 鹭 入 (wo) 和 大 ( 风 , 因 为 同 且 
是 林道 的 , 所 以 晓 射 名)。 奈 1(w) 就 是 也 到 卫 上 的 一 个 同 且 . 

1 同 肘 症 一 种 混 有 可 向 要 求 的 缴 分 辕 豚 { 同 且 加 上 可 籁 要求 俺 是 微分 同 及 ,对 
物理 学 上 有 兴 超 的 天 部 分 从 他 言 ,我 们 可 应 把 移师 "? 慨 为 "微分 辣 肛 2。 
4 国电 » 
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我 们 要 求 它 是 结构 群 中 的 一 个 元 素 . 

第 二 个 要 求 包 会 了 与 时 维 从 的 整体 结构 有 关 的 和 信息， 为 了 

着 出 这 一 点 ， 我 们 首先 给 出 TSY( 从 它 很 容易 对 任意 代 推广 到 
人 以 ) 的 完整 定义 ， 从 召 =T8! 有 底 卫 一 8, 标准 纤维 下 = 有 B! 以 
及 投影 w: (2，2H>a, 这 里 省 是 六 的 一 个 点 ， 而 也 是 Ts 中 的 一 
个 向 量 ， 设 材 盖 {DU} 是 名 的 任意 图 集中 的 开 集 合 族 . 图 2.1 
画 出 了 是 型 的 一 族 扫 站 . 每 一 个 U; 有 一 个 坐标 “ 系 ” 即 :的 一 
个 参数 化 , 记 作 入 , 在 Uy 中 ,sw 点 的 网 量 d/d% 是 也 ;的 一 个 基 , 
因此 各 中 的 任意 向 量 5 对 任意 固定 的 了 有 表示 acyd/3%， 这 
里 win 是 一 个 实数 。 这 正 是 (2. 汪 式 ， 作为 了 8 定义 的 一 部 分 
的 了 到 有 五 上 的 同 趾 是 由 如 (9) ;9Proc 定 岂 的 . 如 果 “ 厢 T 和 
UV 这 两 个 邻 域 中 , 则 从 Ts 到 五 上 就 有 两 个 这 样 的 同 胚 ; 而 且 因 
海 和 和 sn 是 不 相关 的 ,oy 和 eetw) 就 可 以 是 两 个 任意 非 零 实数 ， 
同 胚 吉 (zg) oT(2) :了 -> 了 是 有 映射 xcoH>am, 所 以 这 正 是 用 数 jx 
一 aw/am 相 蔽 ， 因 为 rr 是 不 等 于 从 的 任意 实数 ，. 结 构 群 就 是 
如一 {0}， 它 是 一 个 冬 群 ， 事 实 上 是 一 个 李 群 ， 我 们 顺便 提 一 
下 ， 对 一 个 % 维 流 形 于, TM 的 结构 群 是 行列 式 不 为 等 的 所 有 
# xz 矩阵 的 集合 , 记 作 GZ Cs， 如、 在 第 三 章 中 , 我 们 将 研究 这 
个 群 . 
” ”这 就 定义 了 TB!. 但 是 它 看 上 去 象 什么 呢 ? 可 以 这 样 选择 举 
标 %: 使 任意 两 个 坐标 ,例如 说 2 和 xu, 在 总 的 可 ;和 Us 相交 
区 域 中 同方 向 地 增加 . (我们 说 8: 是 可 定向 的 ,参见 4.7 闻 . ) 这 
祥 选 择 了 坐标 后 , 就 不 难看 出 所 有 的 “ 相 迁 数 "rm 都 是 正 的 ,而 
结构 群 就 简化 为 B+, 即 用 正 实数 相 乘 ， 事 实 上 我 们 还 能 做 得 更 
好 一 些 ， 在 每 一 个 相交 区 域 中 使 坐标 标 度 满足 dl/ajz 一 1 于 
是 结构 群 就 简化 为 1 即 单位 元 素 ， 这 -结构 群 是 浅显 的 ， 而 这 
一 具 绩 构 是 平凡 的 ， 这 就 是 表示 在 图 2.14 中 的 从 ， 


为 了 表示 出 上 默 比 乌 斯 带 的 结构 ， 我 们 必须 使 用 不 间 的 映射 
hy(w)， 而 和 且 我 们 必须 小 心地 去 做 ,不 把 从 解释 成 一 个 切 具 ， 慑 
简单 的 做 法 是 应 用 图 3.1 中 所 示 的 族 条; j 一 1，…, 8}), 并 定 
庆 19 一 1，Tas 一 1，…, ?78 一 上， 但 是 默 比 乌 斯 带 上 前 招 易 迫使 
我 们 到 ?6 一 一 1， 此 时 结构 烙 由 元 素 位 , 一 二 构成 , 并 以 滋 潜 为 
群 运 算 . 我 们 也 能 选取 另外 的 rn, 但 是 我 们 不 能 找到 更 小 的 结 
构 群 了 . 

切 从 了 8S? 有 结构 群 BR 一 {0}, 它 与 从 的 标准 纤维 几乎 一 样 . 
任意 流 形 用 的 标 架 欠 与 TM 具有 同样 的 结构 群 , 但 是 它 的 纤 
维 是 切 空间 (等 价 地 是 BR") 中 所 有 基 的 集合 。 对 一 维 流 形 ,如 中 
的 情况 中 , 这 荐 所有 非 惟 向 量 的 集合 , 它 与 如 一 {0} 是 一致 的 . 
因此 的 标 架 从 县 有 与 基板 关 由 的 纤 欠 这 对 记 有 有 标 交 人 
者 是 对 的 . 这 样 的 从 称 为 让 经 维 从 ， 


2.12 问 量 场 和 积分 曲线 


我 们 在 2.7 节 中 定义 了 向 景 场 , 它 是 一 个 法 则 : 在 以 的 每 
一 点 给 出 一 个 向 量 ， 每 一 点 有 它 自己 的 切 空间 因此 一 个 向 量 
场 也 就 在 每 一 个 切 空 间 中 选 定 一 个 向 量 ， 既 然 每 一 根 曲 线 在 每 
一 点 都 有 一 个 切 向 量 , 所 以 就 产生 了 下 述 命题 是 否 正确 的 问题 
给 定 一 个 任意 向 量 场 是否 有 可 能 从 某 一 点 卫 开 始 作 出 一 根 则 
线 ， 使 该 曲线 上 任意 一 点 处 的 切 向 量 就 是 此 向 量 场 在 这 一 点 的 
向 量 . 回答 是 , 对 于 01 向 量 场 ,这 是 可 以 的 . 我 们 把 这 种 曲线 称 
为 该 向 量 场 的 积分 曲线 . 证明 如 下 : 设 向 量 场 的 分 量 是 F(CP)， 
它 是 忆 的 计数 .在 某 一 坐标 系 {6 池 中 , 有 VCP) 一 w(w), 它 是 
参数 为 入 的 曲线 的 切 向 量 , 指 的 是 
Br (2), (2.5) 


[EE-1*+ 


这 正 是 至 (和 的 一 个 一 阶 常 微分 方程 组 , 它 在 初始 点 卫 的 某 个 邻 
域 中 总 存在 一 个 唯一 的 解 (在 大 多 数 微 秀 方程 的 教科 书 申 都 证 
明了 常 微分 方程 的 在 在 性 和 唯一 性 定理 .在 参考 文献 列 出 的 
Choguet-Bruhat, Dewitt-Morette 点 Dillard-Bleick(1977) 中 
可 以 找到 . ?图 3.18 给 出 了 两 种 特别 的 向 量 场 . 


tay (8) 
图 3.18 好 上 两 个 商量 场 的 积分 曲线 。 
ta) Peri/ay— yar; 二) VF— (str dy 
一 一 /em T= 
注意 除了 一 0( 对 所 有 的 六 的 点 , 不同 积分 曲线 的 路 径 是 
不 会 相交 的 ， 这 是 因为 (2. 引 ) 式 的 解 是 唯一 的 。 由 于 在 每 一 点 
也 总 有 某 一 积分 曲线 通过 (可 以 在 卫 点 的 初始 条 件 下 通过 解 
(2.5) 式 而 求 得 )， 因此 积分 申 线 “遍布 ? 履 ， 便 如 , 于 开 是 三 维 
的 , 则 对 型 上 的 每 一 个 向 量 场 ,都 存在 一 个 积分 曲线 的 二 纵 旋 ， 
而 且 这 些 曲线 覆盖 了 整个 开 ( 除 了 对 所 有 到 V1=0 的 可 能 孤立 
点 外 )、 这 种 遍布 流 形 的 基线 集合 称 为 一 个 “ 线 汇 ”?， 顺便 提 一 
下 , 通常 把 其 线 的 这 一 集合 看 成 是 流 形 本 庙 ， 


%.13 算 子 dX 的 指数 


现在 ， 我 们 引入 一 全 在 今后 的 许多 计算 中 有 用 的 概念 息 
定 我 们 有 一 个 解析 流 形 (O*), 同时 假定 沿 工 一 dy/ 驳 的 积分 蝎 线 
- 51 ， 


上 点 的 坐标 值 wx() 是 的 解析 函数 ， 于 是 ， 人 参数 为 xo 和 十 
< 的 两 个 点 的 坐标 由 下 列 泰 勒 级 数 所 联系 ， 


. wote) =0 70) +e{ ge ) 十 1 (a ) + 。 


用 31! da 
，. Qa 1 人 
一 (+e- 信 十 桔 吕 人 + 


-exp[ < 所 ] ot ， 【2 .6 


这 里 , 符号 “exp” 是 微分 算 字 的 一 个 明显 和 方便 的 缩 记 形 式 ， 当 
这 个 微分 算 子 作用 于 wt(%) 且 在 % 处 取信 的 话 ， 就 给 出 上 述 素 
勒 级 数 、 它 称 为 算 子 ed/d% 的 指数 ， 因 为 ea/ax 是 沿 该 积分 曲 
线 的 一 个 无 限 小 “运动 ”所 以 它 的 指数 就 给 出 一 个 有 限 运 动 . 我 
们 还 将 使 用 以 下 一 些 符号 

expted/dN\) 一 asd 和 一 ec 


2.14 李 括 号 和 非 上 坐标 基 


”给 定 一 个 坐标 系 zo 那么 用 {B/Bat 作为 向 量 场 的 基 常 常 是 
方便 的 ， 然 而 , 向 量 场 的 任意 线性 无 关 集合 都 可 以 用 来 作 基 , 而 
且 我 们 容易 证 明 并 非 所 有 的 基 都 可 由 坐标 系 得 出 ， 这 是 因为 对 
所 有 的 和 j， 算 子 Byaw: 与 8/8w! 可 换 ， 但 是 两 个 任意 向 量 声 
却 不 一 定 可 换 , 如 严 =G/d% 和 形 二 dydys, 则 
“4d _ a EE | ;DD 

Wo a Bo “Bor 
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(2.7) 
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上 式 中 的 最 后 一 个 等 式 是 这 样 得 到 的 ， 在 第 二 个 等 式 后 面 的 项 
中 把 求 和 指标 重新 编号 ， 所 以 , 换 位 子 


[县 , 志 ]= 名 过 -二 总 (2.8) 


dr dr dn 
是 一 个 向 量 场 ,而 它 的 分 晤 -一般 不 为 零 ， 如 果 9/d% 和 d/dp 是 
一 个 基 中 的 两 个 元 素 , 则 它们 就 不 能 表示 为 任意 坐标 的 求 导 . 这 
样 的 基 就 是 一 个 非 坐 标 基 ， 

搞 清 这 一 点 是 重要 的 ， 坐 标 基 与 非 坐 标 基 之 间 的 差别 只 能 
在 流 形 的 某 一 区 域 中 存在 , 一 个 单独 点 上 是 没有 这 种 区 别 的 . 这 
种 差别 取决 于 向 量 分 量 的 导数 ， 而 不 是 它们 在 某 一 点 的 入， 所 
以 赃 标 基 与 非 坐 标 基 的 不 同性 质 只 有 在 流 形 的 区 域 中 才 要 紧 ， 
而 在 那些 只 涉及 一 点 卫 的 切 空间 和 的 问题 中 是 无 关 紧 要 的 。 


习 题 3.I 


定义 葬 氏 平 百 中 极 誉 标的 “单位 " 基 向 量 场 为 
主 一 cos 和 十 Ein 9$, 
站 = Bin 0 锡 二 cog 09， 
其 中 全 /3x, 全 =B/3y， 证 明 它们 是 非 坐 标 基 . 


换 位 子 [d/a%, didpj 称 为 严 利 并 的 李 括 号 六 我 们 现在 来 
考察 它 的 几何 解释 ， 在 图 2.19 中 的 二 维 流 形 上 , 我 们 画 了 一 个 
坐标 网 。 注意 根据 定义 ， 在 ;曲线 上 (它们 是 8/6w? 的 积分 图 
线 ), 吧 取 常 值 ， 这 就 是 8/84! 与 9/6w’ 可 换 的 原因 ， 其 中 任意 
一 个 都 是 党 着 男 一 个 取 定 值 的 曲线 上 的 求 蛙 ， 现 考虑 两 个 任意 

1 李 拓 号 中 的 "地 ”与 字 群 中 的 " 李 "”, 是 同一 个 在 ， 即 Sophus Lis， 他 是 十 九 世 
纪 后 叶 的 大 数学 家 。 我 们 将 看 到 地 括号 是 李 导 数 的 -个 特殊 情况 。 熟悉 李 群 的 读 
者 可 以 看 出 ， 李 括号 是 向 最 场 /ak 和 9/dy 的 交换 尘 。ia 和 aran 生成 映射 的 
一 个 幸 如 这 些 映 篆 我 们 梅 在 第 三 章 中 讨论 。 


a 导 却 s 


鹏 2. 纪 ”在 几何 上 可 把 李 括 号 弛 ,而 ] 解 琶 
为 一 个 下 完整 平行 四 过 形 的 开 部 ， 这 个 四 边 
形 的 郧 外 的 过 是 沿 着 玉生 的 积分 曲线 的 
等 参数 增 攻 ， 


的 向 量 声 , 严 =d/ 约 和 一 dydw 它们 的 积分 曲线 如 图 2.20 所 
示 . 六 的 积分 曲线 不 必 是 和 了 区 常 值 的 曲线 , 反之 亦 然 ， 求 导 d/ 
dn 不 是 一 个 使 入 不 变 的 求学 , 所 以 da% 和 dd 不 是 可 换 的 . 
虽然 赤山 线 和 于 曲线 看 来 象 举 标 由 线 ， 但 是 它们 的 参数 化 并 
不 是 一 个 坐标 系 的 参数 化 ， 尽 管 在 二 维 人 为 的 情况 中 ， 它 们 看 
起 来 象 坐 标 曲 线 ， 伍 在 三 维 情 况 中 ,可 能 会 发 生 曲 钱 人 与 曲线 
(a) 和 (08) 相交 ,但 曲线 (多 具 与 (m) 相交 的 情况 . 

用 下 列 方 法 我 们 可 以 得 到 向 景 [ 囊 ， 玉 ] 的 一 个 图 形 ， 在 图 
2. 针 中 , 由 王 点 出 发 , 沿 过 已 的 六 曲线 移动 惟一, 然后 再 沼 形 
泪 钱 移动 4 一 e、 最 后 到 达 44, 另 一 次 从 卫 点 出 发, 先 移 动 4 
一 日 然 后 移动 让 =6, 最 后 到 达 吾 (3 关 4)。， 我 们 将 证 明 : 取 e 的 
最 低 宕 ; 从 4 到 B 的 向 量 正 是 [PF, 秃 ]. 

应 用 前 面 引入 的 指数 算 子 是 十 分 方便 的 , 显然 有 


wi(R) exple 示 ] o , 

和 w'(A) =erp [eg Jexple < 总 ] 2 _ 
类 似 地 , 从 王 到 呈 虑 的 路 径 给 出 

BD) exple 太 |op[eB | |, 

于 是 4 和 BB 的 坐标 差 为 : 

(到 一 Bi( 人 一 [sme sme]mlm (2.11) 


这 正 是 指数 算 子 的 换 位 子 的 分 量 王 和 我 们 有 


。 中 1 
tu Ta Ethie t 十 一 一 一 -二 1 ) 
[ee 一 i “dh 了 | 中 te 


dd ,1 d” 
ltegr te Bi 


一 Em ji]+06e), 


(2.9) 


(2.10) 


十 侣 (ea | 


oCB) ~ A) = {eiP, BJ]+OCe)}ails, (2.1% 
这 正 是 李 括 号 的 第 个 分 量 . 人 2) 式 表明 我 们 给 出 的 这 括 
图 形 是 正确 的 . 


习 题 3.9 


ta) 利用 侣 .合式 来 证 朋 届 ,1 加 式 ， 
(p) 试 证 ,对 所 有 的 as 和 . 
expLad/aX + bd/an] ~expLad/ajerp[2a /an] 2.1% 
成 立 的 充 要 条 件 是 [dfd%, df]~0. 


习 , 十 23.8 


证 明 任 意 三 个 二 阶 可 微 ( 即 2 向量 声 禄 了 和 之 满足 外 多 比 本 等 式 
[CX, 71, 玉环 [FE 2, J+ [CD 3] 下 0， 人 区 


对 的 一 个 区 域 上 向 量 扬 的 一 个 棕 代数 据 的 是 贡 上 向 量 
场 的 一 个 集合 4， 它 在 加 法 下 是 一 个 向 量 空间 《 闻 4 中 场 的 党 
系数 的 任意 线性 组 合 仍 在 4 中), 且 在 李 括 导 运 算 下 封闭 ( 即 A 
中 任意 两 个 场 的 李 插 号 是 和 4 中 的 另 一 个 声 )， 显 然 , 可 上 的 Cr 
向 量 场 的 爹 体 基 一 个 李 代 数 ， 但 是 ， 以 某 种 原因 挑选 出 来 的 一 
个 向 量 场 的 较 小 集合 ,如果 也 构成 一 个 李 代 数 的 话 , 那 就 更 有 党 
思 了 .这 些 挑 出 来 的 向 量 场 与 流 形 的 一 些 不 变性 质 密切 相关 , 并 
与 和 它们 相伴 的 不 变 群 (通常 是 李 群 ) 密 切 相 关 ， 我 们 在 第 三 章 
中 将 详细 研究 这 些 问 题 ; 在 那里 我 们 还 将 更 一 般 地 定义 李 代数 ， 


塌 . 站 ”什么 条 件 下 一 个 基 是 坐标 基 

设 在 二 维 流 形 4 上 给 定 两 个 向 量 场 可 -Gax 和 B=d/ 
dy, 且 设 万 和 吾 在 于 的 某 一 开 邻 域 太 中 的 每 一 点 是 线性 无 关 
的 , 因此 它们 构成 那里 的 向 量 场 的 一 个 基 ， 在 什么 条 件 下 , 它们 


才 是 一 个 坐标 基 呢 ? 换言之 ,在 什么 条 件 下 ,和 和 六 是 隐 的 坐标 
呢 7 显然 ,必要 条 件 是 它们 可 换 , 即 

[4, FB] 一 入 
我 们 将 证 明 这 一 条 件 也 是 充分 的 ， 为 此 我 们 直接 回 到 流 形 的 基 
本 定义 上 去 , 构造 了 到 B? 中 一 个 邻 域 上 的 一 个 1-1 且 射 .从 隐 
中 的 基 一 点 了 开始 ,应 用 五 中 的 任意 沦 标 (et, ,我 们 从 卫 沿 
车 皂 移动 一 个 参数 中 高 和 到 还 点 己 , 其 毕 标 ( 报 据 (3.6) 式 ) 是 

. ri RY = BM gf] pp 
邵 果 我 们 先 澡 着 互 移动 -个 距离， 然后 沿 五 移动 一 个 距离 
aa 我们 到 达 点 @, 则 其 坐标 为 
we) = md eV | p, | 

这 个 方程 定义 了 从 瑟 的 原点 的 某 一 邻 域 玉 到 可 中 的 一 个 指数 
(型 ) 肌 射 , 广 的 一 个 给 定 元 素 , 即 侦 C(%, pos)， 映 为 点 Q 这 一 
映射 表示 于 图 2.22 中 . 为 : 
了 使 这 个 映射 能 定义 一 个 
坐标 系 , 它 就 必须 是 1 
的 ， 即 它 一 定 要 有 逆 .， 下 
面 我 们 将 证 明 ， 它 确实 在 ， 
U 中 的 每 一 点 处 都 有 一 个 


逆 . 忆 是 首先 我 们 将 证 明 ， 图 各 .22 正文 巾 描述 的 从 豆 到 用 的 
如 果 械 和 豆 在 这 一 都 域 映射 ， 它 提供 了 忆 点 某 … 刍 圳 中 的 一 
中 可 交换 ， 则 它们 是 这 一 。 ,个 从 标 系 - 


党 标 系 的 仍 标 基 向 量 ， 让 我 们 把 这 一 映射 重新 写 为 {o， A 到 
{3y 9 的 坐标 变换 ， 

wo, 局) 一 pareoolanb | 
基 向 共 8/80 和 8/98( 在 {940) 坐标 系 中 ) 分 别 有 分 量 Bu/au 和 
Owj8B8， 由 (2 .人 式 容易 证 骨 : 


* 8 


人 sara oad 记 
de 8 可， 


而 且 困 为 djdu 各 djd% 可 变换 , 则 有 
Ore! aaa det 
ee 有 Ho -He 


Bm EP pA EE | 
du 1 


但 是 dv/d% 正 是 /9% 在-{w 二 坐标 系 中 的 分 量 ， 因为 这 基于 
的 一 个 解析 函数 ,把 exp(89/ayo) explaed/d%) 作 用 在 它 上 ， 单 
单 就 给 出 它 在 沧 标 为 (w, B) 那 一 点 的 值 ， 所 以 在 世 中 的 每 一 虑 
处 , 我 们 都 有 i 
/ba=d/dh, 8/98—d/dp. 

这 样 我 们 就 证 明了 [A, 忆 ~0 是 世 和 厂 为 表妹 基 疝 量 的 充 
分 条 件 . 

我 们 现在 再 回 过 来 证 调 {a，B} 确实 构成 中 的 一 个 人 标 
系 ， 我 们 必须 证 明 映射 fx，B}-{z9 有 逆 ， 为 此 , 我 们 应 用 反 
汪 数 定理 (参见 .2 六)、 这 个 定理 说 , 若 逢 阵 


Baol Bm 
Bo Bo 
aol ew) 


a8 本 
在 某 一 点 {a,，B} 有 不 为 零 的 行列 式 , 则 此 时 射 在 该 点 的 荣 一 邻 
域 中 有 一 个 道 ， 当 且 仅 当 向 量 Bevypc; anyag 是 线性 无 关 时 , 
此 行列 式 才 不 为 零 ， 但 是 从 上 面 的 讨论 显然 可 知 , 出 于 互 和 妥 
在 如 中 是 线性 无 关 的 , 这 就 不 会 发 生 行列 式 为 零 的 情况 ， 所 以 
此 喘 射 在 太 中 处 处 都 是 可 道 的 , 因而 提供 了 一 个 坐 款 系 . 

如 果 [ 互 , BB] *0， 那 么 上 述 论证 在 对 里 失效 呢 ” 这 是 一 个 
有 兴趣 的 问题 ， 在 这 种 情况 中 , Ba8 的 表达 式 十 分 复 热 ， 至 


县 存 = 


少 在 a&=8=0 的 某 一 邻 域 中 , 该 映射 仍 有 一 个 送 ， 这 一 点 全 是 
正确 的 ， 但 是 ,由 于 在 问题 中 的 那 一 点 上 8x%68 不 再 恰好 等 于 
dwijdjp, 所 以 向 量 4 和 B 就 不 再 是 所 构造 的 坐标 的 基 周 量 了 . 

土 述 的 整个 讨论 可 以 推广 到 nn 维 空间 中 去 ， 如 果 维 流 形 
MM 上 的 ww 个 向 量 {了 cw, j 一 1，…, 对 是 线性 无 闫 的 ,县 在 型 的 
某 一 个 开 邻 域 如 中 它们 彼此 可 换 , 则 它们 是 某 冲 标 系 {oy} 的 坐 
标 基 疝 量 , {ey} 与 坐标 系 {sj} 之 间 的 关系 是 


Rod + tn) =-exp| 习 Oy Yo | wi | 
这 里 {a 是 吉 中 任意 点 卫 周 围 的 任意 坐标 系 . 


2.16 一 次 形式 


让 我 们 回 到 卫 点 所 有 切 向 景 的 空间 Tr 上 去 ， 作 为 构造 张 
量 的 第 一 步 ， 我 们 定义 一 次 形式 为 向 量 的 线性 实 值 西数 ， 它 的 
会 义 如 下 ,了 点 的 一 个 一 次 形式 名 ,使 卫 点 的 一 个 向 量 对 应 
一 个 实数 ， 这 个 实数 记 作 ,名 ( 玉 )， 这 一 符号 表示 了 名 是 向 景 上 
的 一 个 函数 ，( 正 象 字 母 上 加 了 “一 -” 号 表示 向 量 一 桩 ,字母 上 加 
了 "~ 号 表示 一 次 形式 . ) 这 一 函数 的 线性 性 是 指 
站 (gg 严 十 5 广 ) 一 号 ( 诸 )， (2.15) 
这 里 和 汪 都 是 实数 ， 我 们 可 以 用 下 述 直截了当 的 方法 来 定义 
一 次 形式 的 如 法 和 它们 与 实数 的 乘法 ,a 是 一 个 一 次 形式 , 它 
对 所 有 严 满足 


(qa) (PF) =atwtP)], deal 
名 +G 也 是 一 个 一 次 形式 , 它 对 所 有 尼 满足 
G+ FY =i FF) +oF), (2.16by 


因 比 点 卫 处 的 所 有 一 次 形式 满足 向 其 空间 的 公理 , 这 个 向 量 宅 
间 称 为 了 的 对 偶 空 间 , 记 和 作 了 5, 这 里 用 “对 情 “这 个 词 的 原因 ， 
生 志 参 LE 


是 因为 肖 过 下 列 方法 也 可 把 向 量 丰 成 是 一 次 形式 的 线性 实 值 池 
数 ， 给 定向 量 六 , 它 在 任何 一 次 形式 6 上 的 值 定义 为 (六), 这 
一 作用 是 线性 的 , 因为 由 人 2.16) 式 它 在 a2+br 上 的 信 为 
《eg 上 8) (FP) = (a0) (FYE GNP) 
-wl 在 上 的 值 ) +5CP 在 上 的 值 ),。 

| (2.17) 
所 以 ,这 一 线性 性 就 能 使 我 们 把 其 中 一 个 视 为 函数 ,而 另 一 个 取 
为 变量 , 从 而 给 出 一 个 实数 。 因 而 ,我们 说 向 量 和 一 次 形式 是 互 
为 对 慢 的 ， 它 们 中 的 一 个 在 另 一 个 上 的 值 常常 可 用 以 下 几 种 益 
式 表示 ， 


TPF)I=FONE, Fy, (2.18) 
上 面 的 最 后 一 一 个 表达 起 着 重 表示 了 它们 的 平等 地 位 ， 我 们 经 党 
把 数 (了 的 移 成 称 为 人 与 诡 的 缩 并 ， 在 张 呈 代数 的 较 古 老 的 
处 理 中， 向 景 常常 称 为 “ 道 变 向 量 "， 耐 一 次 形式 称 为 “ 协 变 向 
基 ”>， 这 些 名 称 起 源 于 它们 的 分 量 在 基 变换 下 的 变换 法 则 ,对 此 
我 们 在 2.26 节 中 主 加 以 讨论 . 


2.17 一 次 形式 的 例子 


.在 进一步 展开 数学 讨论 之 前 ， 我 们 先 来 考察 一 次 形式 的 一 
些 熟悉 的 例子 ， 最 熟悉 的 一 次 形式 之 一 是 函数 的 梯度 ,我们 将 
在 2.19 党 中 研究 这 一 问题 ， 其 他 例子 有 : 

(i ) 在 短 阵 代数 中 , 如 果 我 们 把 列 徊 量 称 为 “向 量 ”, 那么 
行 向量 便 是 一 次 形式 . 这 因为 用 通常 的 矩阵 莱 法 规则 (以 正确 的 
次 序 ) 把 它们 相 乘 , 则 能 给 出 一 个 实数 ， 币 如 ,在 二 维 的 销 况 中 ， 
行 向 量 ( 一 1 ) 可 以 认为 是 一 个 丁 数 ， 它 与 任意 列 向 量 相 双 就 
给 出 一 个 实数 


出 


半 尘 1 站 


CC 
y y 


这 个 函数 的 线性 性 是 容易 核实 的 . 

( 坟 》 在 量 了 力学 的 着 尔 伯 特 空 间 中 ,类 似 于 例 信 ,我 们 有 
狄 拉 克 丸 矢 | 申 (向 量 ) 和 为 矢 《$| (一 次 形式 )， 它 们 的 缩 并 是 
一 个 复数 < 多 | 示 , [把 实数 上 的 向 量 和 张 量 代数 推广 成 复数 上 的 
代数 这 是 没 最 的 ， 我 们 只 槛 把: 实 * 字 换 成 < 复 " 字 即 可 ， 把 实 流 
形 推 广 成 复 解析 流 形 (其 中 映射 是 到 空间 (2 民 …, so) 的 解析 
映射， * 不 是 实数 ,而 是 复数 ) 在 许多 方面 也 是 简单 的 但 是 复 
流 形 的 某 些 特性 ， 如 它们 前 整体 结构 和 曲率 ， 会 造成 一 些 特殊 
的 问题 ， 我 们 在 本 书 中 不 处 理 这 些 专题 .符号 《和 从 类 似 于 
(2.18) 式 , 这 并 不 是 偶然 的 . 

在 例 () 和 例 (1) 中 ， 人 们 习惯 在 向 量 与 一 次 形式 之 间 变 来 
变 去 , 对 一 个 给 定 的 向 量 , 用 它 的 * 共 到 ?或 <“ 转 置 "与 之 对 应 , 这 
样 就 有 了 一 个 一 次 形式 、 在 2.29 节 中 ,我们 将 看 到 这 等 价 于 给 
出 向 量 空间 的 一 个 度 规 码 内 积 ， 这 是 向 量 空间 的 一 个 非常 重要 
的 附加 结构 ， 但 是 读者 应 该 记 住 。 不 存在 一 种 先 验 的 “自然 " 方 
式 ， 使 我 们 能 把 一 个 特定 的 一 次 形式 与 一 个 特定 的 向 量 联系 起 
来 


2.I 狱 拉 克 8 函数 


在 景 子 力学 中 ， 常常 可 讨论 函数 空间 . 考察 定义 在 下 的 区 
间 一 Tz<1 .上 的 所 有 0” 实 值 函 数 的 党 全 CI- 二 I. 在 加 法 
下 , 这 一 集合 是 一 个 群 (任意 两 个 Cr 函数 的 和 仍 是 0”, 等 等 )， 
再 加 上 与 实数 的 相 习 (若是 Cr 函数 , 则 8 也 是 0% 函数 ， 这 
里 6 蚌 任意 常数 ), 它 就 是 一 个 向 量 空间 了 。 它 的 一 次 形式 所 构 
成 的 对 偶 空 间 称 为 分 布 . 狄 拉克 6(%w) “函数 ”是 分 布 的 一 个 亨 
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学 , 它 被 定义 为 在 O” 画 数 .Fe) -上 的 值 为 /0) 的 一 次 形式 : 
B00), Fm) > =f 0), 2.19) 
在 某 种 意义 下 SC2) 蚌 一 个 真 画 数 : 它 是 OQ[ 一 1 卫 ->R 的 映射 
习惯 上 ,分 布 这 一 词 仅 用 于 这 种 连续 画 数 ,但 是 任何 连续 的 概念 
都 需要 有 一 个 拓扑 .在 现在 的 情况 下 ,CI[ 一 了 习 应 有 一 个 拓扑 
结构 .Of 一 1, 十 是 一 个 无 限 维 向 量 空间 (其 中 有 无 限 多 个 线性 
无 关 的 0” 画 数 )， 而 讨论 其 拓扑 结构 就 超出 本 书 的 范围 了 有 
兴趣 的 读者 可 以 参看 Choquet-Broahat et qf. (8977), 现在 对 我 
们 来 说 重要 的 是 要 知道 ， 上 述 意 义 下 的 函数 并 不 是 犹 拉克 议 及 
与 他 同时 代 的 人 当初 把 5(%) 称 为 3 函数 时 所 想到 的 那 层 意思 
为 了 看 出 他 们 当时 的 想法 ， 我 们 就 必须 再 来 看 一 下 把 [一 1, 刀 
中 的 一 个 函数 变换 成 0[ 一 1, 1] 上 的 一 个 一 次 形式 的 方法 ， 
对 于 O[ 一 1, 切中 的 任意 应 数 g, 可 以 如 下 地 定义 一 个 一 次 
形式 9, 它 在 0[ 一 1 切中 函数 了 上 的 值 为 


< P= ,9 de, (2.20) 


这 确实 是 一 个 线性 函数 , 它 把 了 有 映 为 上 述 积分 值 ( 因 为 和 了 在 
一 sw<sl 时 连续 ,所 以 他 们 在 这 其 中 有 界 , 因此 积分 总 存在 )， 
以 前 用 的 "3 函数 ”这 一 和 名词 就 是 把 这 个 关系 式 在 放宽 的 条 件 下 
改变 一 下 ; 车 So) 是 一 个 一 次 形式 ， 则 我 们 应 该 能 够 在 通常 总 
义 下 说 它 是 2 的 一 个 函数 , 它 与 .faz) 相 乘 的 积分 给 出 成 0): 


[ ,37 (de F00). 


这 一 概念 当时 引起 了 数学 家 们 的 模 大 困惑 . 其 中 有 人 人 甚 军 声 称 ， 
尽管 狄 拉 克 总 能 得 到 一 致 和 有 用 的 结果 ， 但 犹 拉 过 是 铺 的 ， 御 
理学 察 们 却 相 当 明 智 , 他们 不 顾 这些 极 端的 批评 , 仍 沿 着 他 们 的 
直觉 前 进 ， 现 在 我 们 可 以 看 清 , 为 什么 他 们 虽 是 “ 错 ” 的 , 但 又 能 


取得 成 功 ， 当 他 们 把 5(%) 夏 成 是 一下 的 一 个 沙 数 时 ， 他 们 
是 “ 错 " 的 ， 这 样 做 不 会 有 什么 精确 的 意义 而 且 他 们 把 它 作为 
一 个 函数 来 处 理 , 对 它 积 分 以 至 于 微分 ; 


(AONOL OOL A 


这 都 是 “ 错 的 .但 是 他 们 又 是 “对 的: 他 们 从 不 把 5tw) 与 足够 
可 微 的 函数 六 (zw) 一 起 在 积分 号 外 使 用 . 已 们 只 把 5 函数 岂 在 把 
函数 映 为 实数 的 哪些 场合 中 .在 这 一 意义 上 ， 他 们 利用 了 和 分布 
理论 的 方法 ， 但 没有 使 用 为 了 使 3 函数 有 一 个 坚实 的 基础 而 特 
别 想 出 来 的 一 套 分 布 理 论 的 语言 。 然 而 , 请 注意 ; 分 布 理 论 比 物 
理学 家 较 陈 洒 的 观点 有 一 个 极 大 的 简化 ， 印 分 布 理论 可 以 不 必 
异 助 于 任意 象 (2.20) 式 那 种 把 酋 数 转变 成 一 次 形式 的 法 则 来 定 
义 5 画 数 , 正好 我 们 在 上 述 的 出 ( 动 中 所 看 到 的 ， 这 种 法 则 是 
向 量 空间 上 的 一 种 附 吉 结构 . 现在 ， 我 们 可 以 看 出 为 了 理解 5 
函数 , 这 个 附加 结构 并 不 是 必须 的. 

应 该 顺便 提 一 下 ,为 了 与 定义 任意 问 基 空间 中 的 对 偶 的 通 
常 习惯 微 法 相 一 致 ,我 们 把 "分布" 这 一 词 仅 用 于 连续 一 次 形式 ， 
然而 , 在 2.16 节 中 定义 一 次 形式 时 , 我 们 并 没有 用 到 “连续 ”这 
兽 字 .我 们 是 否 前 后 不 一 致 了 ?回答 是 : 我 们 前 后 是 一 致 的 这 
是 因为 在 有 限 维 向 量 空 间 上 的 线性 函数 总 是 连续 的 ,参见 第 一 
章 参 考 文献 中 的 Ghoquet-Bruhat ef ol. 《1977) 或 Rudin 
(1964).) 


2.19 梯度 及 一 次 形式 的 国 形 表示 


给 出 一 个 一 次 形式 . 《23.16) 式 中 的 一 些 法 则 可 推广 到 场 。 在 这 
种 情况 下 , & 是 到 上 的 一 个 函数 ， 不 几 是 常 信 的 .一 次 形式 的 


中 晤 号 二 


可 微 性 可 以 用 向 量 场 和 函数 的 可 微 性 来 定义 ， 例 如 , 在 一 个 Cr 
流 形 上 , 给 定 一 个 一 次 形式 如, 当 提 供 一 个 向 量 场 广 时 , % 就 定 
义 了 一 个 画 数 名 位), 如 果 这 一 函数 对 任意 0” 的 地 都 是 CO” 的， 
-加 名 是 0" 的 (在 2.20 节 中 , 当 定 义 了 一 次 形式 的 分 量 后 , 我 
们 将 给 出 一 个 可 微 性 的 更 容易 的 定义 . ) 象 对 向 量 声 那样 ， 有 一 
个 称 为 余 切 从 的 纤维 从 "及 ， 开 为 廉 空间 ， 人 为 了 点 的 纤 
维 . 入"H 的 截面 是 一 次 形式 场 . 

最 有 用 的 和 最 有 央 发 的 -~ 次 形式 场 是 酒 数 了 的 梯度 , 记 作 
dF: 虽然 在 向 量 分 析 的 初等 处 理 中 , 人们 把 弱 度 称 为 向 量 ,但 严 
烙 地 说 它 是 一 个 一 次 形式 ， 因 此 , 梯度 df (不 是 “无 穷 小 "qj, 我 
们 很 少 用 dF)! 可 定义 为 

dF dd/ =Af /dh, (2.21) 
这 里 4/9% 是 一 任意 切 向 量 . 也 就 是 说 ,在 任意 点 三 的 梯度 是 
4 中 的 一 个 元 素 , 它 在 了 中 元 素 严 上 的 信和 是 耻 沿 着 切线 为 记 
的 曲线 的 方向 导数 。 我 们 必须 核实 一 下 ， 它 是 Ts 上 的 一 个 在 
(2.15) 式 意义 下 的 线性 栈 数 ， 
f(s +o 放 -(a + 2) 


a dl ,pdf 
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—adf (d/h) +odf(d/an). 
因此 它 确 实 是 线性 的 . 初 看 起 来 ， 可 能 会 认为 了 本 身 应 该 是 一 
次 形式 , 因为 了 和 94 给 出 数 df/d%， 但 是 这 是 不 对 的 ， 读 者 
应 该 记得 Tp 和 了 2 都 在 了 点 和 定义， 因此 构造 df/d% 记 需 的 所 
有 信息 都 必须 包括 在 其 中 ，f 在 了 点 的 值 号 由 /eq 是 无 关 的 . 
为 了 计算 也 点 的 ad 我 们 必须 知道 8773x! 在 了 点 的 位 , 正 


1 在 Bpivaiki870)，vYoL 工 中 有 与 无 分 小 之 间 关 系 的 优美 讨论 ， . ， 
9 晤 村 = 


如 我 们 将 看 到 的 , 这 些 是 了 的 梯度 的 分 量 ， 因 此 它 是 梯度 ,而 梯 
度 是 一 次 形式 . 

梯度 使 我 们 能 给 出 一 次 形式 前 一 个 图 形 ， 这 是 把 向 量 画 成 
第 形 图 形 的 一 个 补充 ， 在 图 2. 吕 中 ,画册 了 标 出 等 高 线 的 部 分 
地 形 图 ， 如 果 思 是 高 度 ， 则 梯度 弘 在 象 4 那样 的 区 域 中 最 然 
最 大 , 在 那里 等 高 线 最 为 密集 ; 而 在 B 附近 ， 短 高 线 分 得 较 开 ， 
因此 人 锅 最 小 ,而 县 假定 我 们 想 知 道 在 两 点 同 的 一 次 ( 短 的 ) 散 步 
会 有 多 少 离 度 善 的 话 ， 我 们 可 以 在 地 形 图 的 这 两 点 之 间 夯 一 线 
段 (向 量 必 ). 于 是 与 这 一 线段 相交 的 等 高 线 的 狐 目 就 给 出 高 度 


差 ， 例 如 , 线段 1 与 1 地 要 等 高 线 相交 , 而 线段 2 与 2 根 等 
高 线 相交 。 线 殿 3 虽然 与 线段 2 出 发 点 相同 ,但 方向 不 同 , 它 只 
走 了 去 个 等 高 线 所 表示 的 高 度 ， 这 些 数字 就 是 4 它 是 融和 
全 的 线性 函数 : 

一 了 6 de 
这 是 吕 在 二 上 的 值 (参见 上 面 的 人 2.2D 式 和 下 面 的 (2.27) 式 》 


大 以 , 一 次 形式 可 以 用 一 系列 面 ( 图 2.24) 来 表示 ， 而 它 与 向量 
F 的 缩 并 是 与 了 相交 的 而 的 数目 。 这 些 面 越 密 集 ， 名 就 越 大 . 


W 


图 和 和 铀 撕 陵 蝶 区 的 一 个 地 形 图 ， 图 3. 号 ”用 比 波形 的 准 烙 低 -~ 维 的 -- 系 
馈 中 曲线 是 海 所 等 高 线 , 滋 头 表示 。 列 回 来 表示 一 个 “ 切 * 一 次 形 趟 者. 向量 
散打 者 可 能 直 的 小 径 ， 产 穿 过 面 的 数目 就 是 缩 并 侈 , 闪 、 


应 好 向 最 是 直 的 ， 严 格 地 说 ， 一 次 形式 葛 面 也 是 平 直 的 和 平行 
的 ， 这 是 因为 我 们 讨论 在 一 点 处 的 一 次 形式 ， 而 不 是 在 一 个 扩 
展区 域 中 的 一 次 形式 , 与 切 向 量 同 样 意 义 , 是 “ 切 ”一 次 形式 ， 

这 些 图 形 宕 明 为 什么 我 们 一 般 不 能 把 梯度 称 为 向 量 。 有 人 
会 希望 把 “ 措 向 ”斜坡 的 向 量 ( 它 的 指向 使 得 每 单位 长 度 能 穿 过 
尽 可 能 多 的 等 高 线 ) 被 确认 为 有 向 量 (性 质 的 ) 梯 度 . 这 里 关键 性 
的 词 是 “每 单位 长 度 ”， 如 果 在 流 形 中 有 一 个 距离 的 量度 的 话 ， 
那么 向 量 和 梯度 是 可 以 对 应 起 来 的 ， 但 是 如 果 我 们 不 知道 如 何 
比较 沿 不 同方 向 的 向 量 的 长 度 的 话 ， 我 们 就 不 能 定义 一 个 有 最 
大 有 陡 度 的 方向 ， 那 梯度 也 就 根本 不 同 于 测量 ， 因 为 我 们 一 般 不 
假定 有 一 个 长 度 (“ 度 规 ”)， 因 此 我 们 也 就 必须 维持 向 量 与 一 次 
形式 之 加 的 区 则 ， 在 2.29 节 中 ,我 们 再 回 过 来 讨论 这 一 点 


2.20 基 一 次 形式 和 一 次 形式 的 分 量 

在 三 点 前 一 次 形式 的 商量 空间 T% 中， 任意“ 个 线性 元 关 
的 一 次 形式 构成 了 一 个 基 。 然而 ， 一 旦 在 卫 点 对 向 当空 间 Tr 
选 定 一 个 基 fei 一 十 … 中 后 , 则 它 就 在 人 3 中 诱导 了 一 个 称 
为 对 偶 基 的 特殊 的 基 {S$ 一 1,…, 中， 对偶 基 的 定义 是 ， 如 
时 下 是 了 中 的 任意 向 量 , 出 忌 定 忆 为 

VP) = (2.22) 
即 名 与 PF 的 缩 并 给 出 了 的 第 个 分 车 ， 容易 看 出 (2.22) 式 对 . 
变量 下 是 线性 的 ， 这 是 因为 ,例如 说 , 了 + 证 的 第 个 分 景 是 
VV 二 WW'， 因此 (23,232) 式 实际 上 定义 了 Te 上 的 一 个 线性 函数 ， 
特别 地 , 因为 基 疝 量 沁 只 有 第 了 这 个 分 量 , 而 所 有 其 他 的 分 放 为 
零 , 因此 有 

we) 一 人 {2.23) 

大 多 数 参 考 文献 中 都 是 这 样 定义 好 的 ， 应 该 十 分 注意 ; 为 了 确 


* 训 各 = 


定 企 意 外， 出 所 有 的 向 量 1 都 必须 是 已 知 的 ， 其 中 什 意 一 个 
% 如 有 改变 的 话 , 则 基 一 次 形式 必 中 的 所 有 元 素 都 会 改变 . 我 
们 建立 的 是 一 个 基 与 其 对 偶 基 之 间 的 对 应 ， 而 不 是 单个 向 量 与 
其 相伴 一 次 形式 之 间 的 对 应 
我 们 还 未 明确 证 明 1 分 是 线性 无 闫 的 ， 因 此 它们 的 确 构 成 
一 个 基 . 这 从 (3.33) 式 是 容易 得 到 的 ， 但 是 我 们 将 采用 一 个 较 
为 间接 的 做 法 . 考察 作用 在 性 意向 量 记 上 的 任意 一 次 形式 9, 有 
7) HPV -Pr BPC). 
{2.24) 
数 
gr 一 人 (站 (2.25) . 
称 为 了 在 对 偶 于 {ej} 的 基 上 的 分 量 , 为 了 看 出 这 一 词 还 不 至 于 
仅仅 类 似 于 人 2.23) 式 ,我们 把 (23.24) 式 写 为 
SP = op). 


因为 一 次 形式 是 用 它 在 向 量 上 的 值 来 定义 的 ， 由 此 式 、 2. 16) 式 
以 及 也 是 任意 的 这 一 事实 ,能 得 到 
= Go (2.26) 
这 表明 集合 {w 个 确实 是 一 个 基 , 因为 它们 一 共有 % 个 元 素 , 而 任 
音 了 其 它们 的 一 个 线性 组 会， 同时 《2.26) 式 也 玫 明 了 数 {9g} 确 
实 是 对 在 这 个 基 中 (在 通常 意义 下 的 ) 的 分 量 . 
最 重要 的 是 , 现在 有 了 一 个 公式 ， 只 要 我 们 已 知 了 和 六 的 
分 量 , 就 能 求 得 9(7) 的 值 : 
YP) Ba (2.27) 
正如 前 阐 提 到 过 的 , 这 是 只 和 9 的 缩 并 ， 
所 有 这 些 情 况 者 能 自然 地 直接 推广 到 一 次 形式 场 ， 若 向 量 
场 的 集合 { 纪 在 以 的 某 一 区 域 口 中 的 每 一 点 上 都 是 一 个 基 , 则 
+ 


由 (2.33) 式 定义 的 扬 fo1+ 看 太 的 所 有 点 上 也 是 一 个 基 ， 如 上 
的 坐 球 系 {wj 定义 了 向 量 场 的 一 个 自然 基 {ayao]j, 它 也 定义 了 
1 个 一 次 形式 的 一 个 自然 集合 : 梯度 {Go4， 这 些 一 次 形式 事实 
上 是 与 坐标 基 问 景 对 个 的 基 , 这 可 由 (2， 站) 式 得 到 
dri CO/ OW) i/ Or! — (2.28) 

这 果 第 一 个 等 式 是 愉 信 时 的 各 性 质 介 上 的 

在 2.19 节 中 , 我们 定义 了 一 次 形式 场 的 可 微 性 ， 现 在 容易 
证 明 ， 当 且 仪 当 一 次 形式 的 与 向 量 场 的 O” 基 相关 联 的 分 量 
{19 是 Cr 函数 时 ,9 才 是 Cr 一 次 形式 ， 


42. 和 指标 的 符号 法 


对 于 指标 的 应 用 ， 我 们 采取 下 述 规定 。 我 们 用 上 标 表示 向 
量 的 分 量 , 如 V' 而 用 下 标 表示 一 次 形式 的 分 量 , 如 wy， 向量 
基 的 元 素 用 下 标 表示 (em);， 而 一 次 形式 基 的 元 素 用 上 标 表 示 
(25)，( 对 于 坐标 基 , 这 条 规定 意味 着 ,一 次 形式 to: 有 上 标 , 这 
是 应 该 的 ， 而 对 疝 量 8/8w', 由 于 指标 是 分 母 中 的 一 个 上 标 ， 故 
仍 认 为 是 下 标 . ) 采 用 这 些 规定 是 很 有 道理 的 ,考察 缩 并 
oF) = DV, 
它 是 乘积 的 一 个 和 式 ， 在 每 一 个 乘积 中 , 一 个 因子 县 有 上 标 , 而 
另 一 个 因子 具有 下 标 。 我 们 将 采用 爱 因 斯 坦 求 和 规定 ， 每 当 一 
个 表达 式 中 有 一 对 重复 的 指标 , 一 个 是 二 指标 , 另 一 个 是 下 指标 
时 ,我 们 就 约定 对 这 个 指标 求 和 ， 因 此 , 在 下 述 玫 达 式 中 ， 
Gwe, PV, SP) pi, 
我 们 认为 都 是 有 求 和 的 .而 在 下 列表 达 式 
Vw, V i, ViWi 
中 ，, 则 不 求 和 ， 其 中 前 面 两 个 没有 重复 指标 , 而 在 最 后 一 个 中 ， 
[电台 


曾 个 指标 都 是 上 标 .。 应 用 求 和 规定 会 大 大 简化 永 用 分 量 进 行 的 
计算 ,而 我 们 对 指标 上 下 位 置 的 规定 ,将 使 得 在 应 用 求 和 规定 时 
粗心 的 错误 尽 可 能 的 少 ; . 

我 们 现在 可 以 把 对 向 量 代 数 的 论述 推广 到 张 量 上 去 了 


2. 驶 张 量 和 张 量 声 


有 从 我们 已 经 发 展 的 一 些 概 念 自然 扩展 出 去 便 得 到 了 张 其 
它们 的 代数 是 简单 的 ,但 正如 我 们 将 机油 到 的 ， 它 们 很 有 用 处 . 
读者 初次 遇 到 张 量 时 会 产生 的 主 村 困难 是 , 他 们 不 能 把 张 量 “ 具 
体 化 ”它们 没有 宸 示 的 图 形 ， 早先 我 们 发 展 了 袁 示 向 量 和 一 次 
形式 的 图 形 方法 , 在 某 种 程度 上 , 这 种 方法 可 以 推广 到 更 高 阶 的 
张 量 上 去 ， 但 是 此 时 图 形 将 变 得 很 复杂 ， 所 以 避免 直接 画 出 大 
部 分 的 张 量 , 罕 把 它们 用 我 们 将 给 出 的 定义 ,作为 作用 在 向 量 和 
一 次 形式 上 的 线性 算 子 去 对 待 , 这 也 许 是 更 为 受 当 的 ， 


| NY 
考察 耻 中 的 点 PP 点 的 一 个 ,型 张 量 定 义 为 一 个 和 
性 函数 , 它 以 丈 个 一 次 形式 和 NW' 个 向 量 作为 变量 ,而 函数 值 为 


实数 ， 这 是 推广 了 我 们 对 一 次 形式 的 定义 ， 这 里 “线性 ” 指 的 基 
对 每 一 个 变量 的 线性 ( 道 常 称 为 多 重 线性 )。， 作 为 俩 子 ， 如 果 于 
~ 
是 一 个 (5 局 名 那么 它 在 一 次 形式 上 和 及 向 量 挛 和 瑟 上 
的 值 是 
P(e, Ci 下 ， 丙 ). 
作为 一 个 线性 沙 数 ,对 任意 的 数 4 和 5, 它 必须 满足 
Fanto, oP, WaF(t, oF, TF) 
bE(, oP, WY, (32.29 
而 对 吊 和 外 的 变革 也 有 央 极 的 结 时 ,- 如 果 有 时 我 们 想 不 提 及 下 的 
+ 其 闪 站 


变 景 所 单 讨论 也 时 ;我 们 可 以 用 符 导 至 (，;，，》 来 表示 , 其 中 容 
的 位 置 表示 可 以 坊 入 适当 类 型 的 量 (在 分 号 前 该 寺 入 一 次 形式 ， 
分 号 后 六 填 入 向 量 ) 的 “空位 "， 当 然 ， 变量 的 次 序 不 同一 般 会 产 
生 差别 , 就 象 实 变量 西数 那 粮 ，( 如 对 于 务 数 fz, 明 一 35 十 克 ， 
f(b 允 和 和 2, 才 是 不 同 的 .) 

正如 内景 和 一 次 形式 那 衬 ,一 个 ,型 环 六 场 指 的 是 这 样 


一 个 流风, 它 在 每 一 上 给 出 一 个 ( 37) 开张 人 线性 性 也 推广 到 


张 量 场 ,在 这 里 (2.29) 式 中 的 数 4 和 在 不 同 点 可 有 不 同 的 什 ， 
它们 是 到 上 的 函数 ， 场 的 可 徽 性 也 如 2.19 节 中 对 一 次 形式 的 
可 微 性 一 样 定义 , . 


作为 一 种 特殊 情况 , 注意 : 各 二 (1 到 张 重 它们 是 一 次 


形式 的 线性 函数 类 似 池 ,一 次 形式 是 { 了) 开张 我 们 约定 流 
形 上 的 标量 函数 是 (0) 型 张 量 ， 《参见 下 面 2.28 闻 “本 政和 标 
是 ) 一 个 了) 开张 全 需要 两 个 变量 , 因此 (各 也) 是 一 个 
实数 ， 对 于 国定 的 下 ) 是 一 个 一 次 形式 ,因为 它 要 汗 入 
一 个 向 量变 量 才能 给 出 一 个 实数 ，T( ;) 是 一 个 向 量 . 因此 ， 
一 个 ( 1 ) 弄 张 量 可 以 认为 是 向 量 的 一 个 线性 向 量 值 函 数 ， 而 且 
也 可 以 作为 一 次 形式 的 一 个 线性 形式 值 函 数 ， 对 任意 张 量 都 可 
以 这 样 认为 
2.28 张 量 的 例子 
员 然 我 们 对 张 量 的 定义 似乎 是 相当 抽象 的 ， 但 事实 上 在 一 


n TO 


般 问 题 中 , 它 有 十 分 直接 的 应 用 .在 本 节 中 我 们 讨论 三 个 例子 ， 
而 以 后 在 2.29 节 中 我 们 将 花 一 些 时 间 来 讨论 一 种 非常 重要 的 
张 量 一 一 度 规 张 量 . 

《我们 先 在 矩阵 代数 中 举 一 个 例 ， 把 列 向 量 肴 成 是 向 量 


1 
而 行 向 重 看 成 是 一 次 形式 ， 则 短 隆 是 一 个 ( 1 /总 量 因为 用 和 


阵 乘 -- 个 ( 列 ) 向 量 , 网 给 出 一 个 向 量 ,而 用 通常 的 方法 对 它 两 
进行 运算 , 则 得 到 一 个 数 . 

习 题 3.4 . . 

在 矩阵 代数 中 ,一 个 线性 (“主动”) 变换 (例如 一 个 正 交 转动 ) 拒 一 个 短 
隆 变 为 另 一 个 十 降 ， 当 这 个 变换 作用 于 短 陈 上 时 ， 它 是 一 个 ( 3 jg 
量 . 


(ii)》 对 2.18 节 中 提 到 的 函数 空间 Of 一 1,11, 我 们 有 第 二 
个 例子 、 线 性 微分 算 子 ( 例 如 9/de) 将 函数 (这 个 空间 中 的 “向 
量 ”) 变 为 男 一 个 廿 数 ( 向 量 )、 这 种 运算 是 线性 的 ， 所 以 它 也 是 

工 
这 一 空间 中 的 一 个 { 型 张 和 

(ii) 第 三 个 例子 是 应 力 张 量 . 熟悉 介质 力学 的 读者 是 知道 
应 力 张 量 的 ， 给 出 一 个 有 应 力 的 材料 ， 且 在 此 材料 中 给 出 一 个 
假想 的 平面 , 则 该 应 力 张 量 将 给 出 此 平面 上 的 应 力 向 量 ( 即 单 位 
面积 上 ,一 边 的 材料 对 另 一 边 的 材料 所 施加 的 力 )， 现 在 ,平面 
是 -种 曲面 ， 而 曲面 是 用 一 次 形式 来 表示 的 ， 这 样 就 证 明了 应 

pe 
力 张 兽 是 一 次 闵 式 的 一 个 线性 向 量 信和 函数， 或 是 一 个 (了 型 张 
晶 


sm 了 1 = 


2.34 张 重 的 分 置 和 外 积 


2 
由 下 述 方法 可 给 出 一 个 简单 的 人 EE 给 定 两 个 向 量 


天 和 丈 , 我 们 梅 造 一 个 称 为 瑚 @ 形 的 张 量 , 它 对 两 个 一 次 形式 
多 和 的 作用 就 是 乘积 PF(D 亢 (9)， 
POWS, PD=7 PW, 2.30) 
运算 “9” 称 为 “外 积 ”"，“ 直 积 " 吉 “ 张 量 积 "， 把 这 一 定义 推广 到 
NY . 
任意 个 和 任意 型 的 张 量 上 去 ， 显 然 是 可 行 的 . 虽 型 张 量 与 
x NIN 
(可耻 昌 的 外 积 是 ( 机 jrj 天 和 i 
张 量 的 分 量 指 的 是 把 基 向 景 和 基 一 次 形式 取 为 变量 时 得 
8 _ 
出 的 值 . 如 果 8 是 一 个 (3 型 张 时 , 则 它 在 要 上 的 分 量 基 
Si oi, ON ep any， (2.81) 
如 果 昌 的 变 县 的 次 序 是 要 紧 的 话 ， 那么 S45 指环 的 次 序 也 是 
要 紧 的 . 
就 如 2.20 节 中 对 一 次 形式 所 做 的 那 祥 , 可 进 一 步 讨论 张 量 
场 的 分 量 和 它们 的 可 租 性 ， 


习 题 2.8 
a) 证 归 一 个 - 般 罗 (2 jeer 


(提示 : 计算 -- 下 型 张 量 可 能 有 的 分 量 数 加 。) 
全 十 明 (1 jer sh Vw 


日 于 下 主 


习 题 2.6 


证 明王 卢 记 有 | ) 红 张 是 的 集合 ,在 定 交 了 类似 于 《2.16 切 式 的 加 法 
后 是 -- 个 向 最 空间 .证明 695 是 此 空间 的 一 个 基 ，( 这 样 , 虽然 一 般 的 
(, 加 张 本 并 非 简单 地 就 是 一 个 外 入 但 它 可 以 表示 为 这 种 张 量 的 一 个 和 
式 ，) 这 个 向量 空间 记 为 Tp@ 人 Tp 


9.95 编 并 
在 习题 3.5 中 ,我 们 曾 指 出 集合 下 各 是 一 个 ( 了) 本 张 量 
的 分 量 ， 现 在 , 通过 对 指标 的 求 和 , 我 们 得 到 一 个 与 基 无 关 的 数 


和 . 0 
Vows, 它 是 在 了 上 的 值 ， 这 可 以 看 忆 是 一 个 ( 0 j 杰 张 量 类 似 


1 2 
地 ， 我 们 可 以 证 明 若 5% 和 卫 ” 分 别 是 (2) 型 利 (6) 开张 


2 
1 


3 
更 避 2 是 一 个 (2 ) 可 瑟 量 的 分 ,SjP”" 是 一 个 ( | 间 张 基 


式 , 这 一 运算 也 叫做 缩 并 , 可 产生 新 的 张 量 ， 
我 们 可 以 简短 地 还 盟 一 下 , 缩 并 是 与 所 使 用 的 基 无 关 的 , 考 


2 
察 (| 型 汪 站 (2) 开张 BB, 以 及 它们 (在 某 一 基 中 ) 的 缩 并 
AY Bs. 我 们 可 央 计 它们 是 一 个 ( | 张 站 的 分 它 对 任 
意向 量 六 与 一 次 形式 全 有 


1 
1 
# 了 是 


CH, FY) = GE 44B 四 oT* 一 写 A ENB PY, 
由 入 的 第 二 个 变量 的 线性 性 , 我 们 可 把 上 式 写 为 
CG 7) = A(G, BB, 7)S), 
因为 量 B(6;, 六) 等 就 是 一 些 数 ， 但 是 在 2.20 节 中 ， 我 们 实际 


上 证 明了 与 翟 标 无 关 的 下 列 结 洒 : 
DB, WomBC ,PD), 


它 需 要 (在 空位 中 ) 赴 入 一 个 向 量变 量 ， 所 以 它 是 一 个 一 次 
式 定 罗 仙 这 个 一 次 形式 在 入 中 喇 有 一 个 空位 ， 
二 此 我 们 证 明了 下 列 结果 

44Bn 一 OO 万) 一 由 (C, BC ,7)), 
是 与 任意 基 元 关 的 (参看 习题 2.8). 


习 十 .7 


(2 )aaa Qt; 的 -对 指标 缩 并 ， 试 同 可 以 得 出 多 少 不 同 (2 ) 
1 
型 张 量 ? 再 进行 一 次 缩 并 ,入 问 可 以 得 出 多 少 ( , 图 张 量 ， 


习 题 2.8 


1 . 、 
如 各 和 旦 是 两 个 (1 ja 台 于 把 它们 看 成 向 最 的 向 景 慎 线性 函数 , 即 


著 焉 是 应 量 , 则 各 57 3 和 BOTV) 都 是 向 量 。 如 果 定 义 CLF) 沪 
O07) 一 也 (二 (六 7， 


1 
证 明 心 也 是 一 个 ( 1 a 于， 证 明 它 的 分 量 是 


0 BIA 
簿 试 讨论 这 -情况 与 1.6 节 中 定义 的 线性 变换 之 间 的 关系 。: 
nT 


| 


2.26 基 的 变换 


张 量 分 量 在 基 变 换 下 的 变换 性 质 是 张 基 的 古老 定义 的 核 
心 ， 前 不 久 ， 我 们 用 这 里 采用 的 线性 落 数 的 讲法 代替 了 分 量变 
换 的 定义 。 我 们 拖 到 现在 才 花 时 间 去 考察 基 的 变换 ， 这 本 身 就 
表明 了 这 两 种 方法 在 概念 上 差别 之 大 ， 但 这 并 不 是 说 这 些 变换 
不 重要 ， 关 于 张 量 的 大 多 实际 计算 都 涉及 到 对 它们 的 分 量 的 运 
算 , 则 时 掌握 它们 的 变换 性 质 也 是 必要 的 . 

我 们 将 考察 定义 在 天 上 某 一 点 卫 的 向 量 和 张 量 ， 假定 我 
们 开始 用 向 量 基 {eo # 一 1 …， 对 ， 然 后 希望 用 基 {8%， 六 一 1 
:-.， 叶 米 代 替 它 ， 《我 们 在 指标 上 加 撤 以 区 别 一 个 基 与 另 一 个 
基 . ) 于 是 在 中 存在 一 个 从 老 基 变 到 新 基 的 线性 变换 4 

er= he, (2.82) 

这 里 少 . 是 任意 非 奇 异 矩 阵 (否则 {6y} 不 会 是 线性 无 关 的 )， 
必 不 是 某 一 个 张 景 的 分 量 ， 因 为 它们 的 指标 与 商 个 不 同 的 基 
有 关 ， 它 简称 为 变换 和 矩 阵 . 

老 的 一 次 形式 基 满 足 (2.28) 式 ， 


(ep) 一 和 家， 
用 者: 相 乘 ,并 应 用 忆 ,32) 式 太 线 性 性 ,有 
一 (2.33) 
矩阵 . 伙 有 道 矩阵 , 记 为 他 ; 
A (2.84) 


用 此 乘 (2.33) 式 给 出 
dots 站 一 中， 
将 此 式 与 43.23) 式 比较 , 则 有 
多 一 (2.35) 
这 是 与 名 , 红 ) 式 相对 应 的 式 子 ; 为 了 使 两 个 基 都 满足 (2.32) 式 ， 


和 


基 一 次 形式 的 变换 与 基 向 量 的 变换 相反 { 即 变换 矩阵 互 为 北 矩 
阵 ). 

现在 变换 分 量 就 简单 了 

Vo pT) -= A FF) 一 AYA, . (2.36) 

gd Cew) =¥ (A == (2. 
而 对 高 阶 的 张 量 也 有 类 似 的 结果 (参见 咎 面 的 习题 2.9)， 这 些 
变换 法 则 表明 , 向 基 分 量 与 基 一 次 形式 的 变 措 法 则 是 相同 的 , 它 
们 与 一 次 形式 的 分 量 以 及 基 疝 量 的 变换 法 则 正好 相反 (即使 用 
道 矩 阵 )、 为 了 使 得 诸如 也 气 , V0 等 和 式 与 坐标 无 关 , 这 是 合 
理 的 这 正 家 明了 我 们 对 指标 取 上 下 位 置 以 及 应 用 求 和 规定 及 
带 来 的 另 一 种 方便 指标 的 位 置 自动 纵 出 了 它 的 变 所 法则 、 例 
各 ,让 和 六 服 风 一 法 出, 即 
一 省 4 

这 里 不 能 用 从 阵 4. 有 为 磺 对 不 的 指标 表 和 ,而 和 必 有 
对 一 个 上 指标 和 一 个 下 指标 进行 . 

这 些 相反 的 变换 法 则 给 出 了 老 名 称 “ 诞 变 ”" 和 "“ 协 变 *， 我 们 
现在 的 向 基 以 前 称 为 道 变 向 量 ， 因 为 它 的 芬 量 的 变换 活 则 与 基 
疝 量 的 变换 法 则 相反 (“ 道 变 汶 ， 类 似 地 ， 现 在 的 一 次 形式 是 以 
前 的 “ 协 变 向 量 ”, 因为 它们 的 分 量 与 基 向 量 有 析 辕 的 变换 性 质 . 
近代 的 观点 强调 了 十 列 事实 ， 向 基 和 一 次 形式 实际 上 都 不 随 基 
变换 而 改变 ， 它 们 是 与 坐标 无 关 的 几何 实体 ， 所 以 ， 近 代 的 术 
语 已 热 弃 了 陈 凡 的 这 些 名 称 ， 四 为 后 者 过 分 强调 了 这 些 实体 的 
与 坐标 有 关 的 措 述 方式 , 


到 题 生息 
证 明 -4 个 (6 季 张 昌 的 分 量 如 两 个 周 量 那 具 变换, 即 


ss JB » 


4 (2.38) 


N 
把 这 一 关系 推广 到 ( 开张 量 的 情况 中 去 。 


习 题 %. 如 


如 采 张 帮 车 一 个 基 中 的 所 有 分 于 都 为 零 ， 证 明 在 任意 基 中 它们 都 耳 
零 . 《于 是 我 们 称 该 张 量 是 零 张 量 。 由 此 得 到 : 如 果 两 个 张 蕴 在 某 一 个 基 
中 有 相同 的 分 量 ， 则 这 些 分 量 在 任意 基 中 都 是 相同 的 , 此 时 称 这 两 个 张 重 
是 相等 的 , ) 


习 题 323.1 

在 % 维 向 量 空 间 中 选 定 一 个 尘 定 的 基 径 !}， 与 此 相关 给 出 一 组 数字 
(jl 我们 定义 另 一 组 数字 .4 = A A , 并 把 它们 称 
为 “ 张 量 "4 在 新 基 生 s} 中 的 分 量 ， 证 明 这 个 “ 张 重 "确实 如 我 们 命名 的 那 
料 是 一 个 张 量 ， 这 表明 我 们 可 以 采用 下 列 观点 : 张 量 是 按 给 定 法 由 变换 的 
一 组 数 {4 关 。 这 里 不 同 于 我 们 已 经 用 过 能 定 义 ， 


考察 一 下 坐标 变换 所 引起 的 基 变换 是 特别 有 趣 的 ， 这 些 傅 
况 我 们 在 2.6 节 结 来 时 简略 地 提 到 过 , 设 流 形 并 的 一 个 区 域 可 
有 坐标 系 {vi 一 4，…, 人 0j, 我们 用 下 列 方程 : 

yf ,I Ry {2.30) 
引入 新 画 数 {9 一 4，…, nn), 这些 方程 可 以 简 记 作 入 一 产 (ce 
如 果 在 本 中 偏 导数 ay"/8wi 的 雅 可 比 扬 隆 的 行列 式 不 为 零 ， 则 
它们 给 出 了 一 个 坐标 变换 , 区 中 的 给 定点 卫 可 以 用 两 套 不 同 的 
数字 {0} 或 {y 人 ) 来 表示 ， 同 祥 在 卫 点 我 们 有 两 套 不 同 的 坐标 
向 量 基 fazf} 和 (由 微 积分 的 链 法 划 ) 

9 am 8 
BB Be 
将 上 式 与 2.32) 式 比较 ,我 们 得 到 


(2.40) 


" FT +* 


PR (2.41) 
全 -2 (2.42) 


TE 一 一 


重要 的 是 知道 (2.43) 式 只 是 定义 了 区 中 变换 场 必 的 一 个 
受 恨 制 的 类 ， 在 艾 中 任意 一 点 忆 我 们 可 以 任意 地 选取 4 的 
所 有 吧 个 元 素 ( 当 然 要 满足 使 其 行列 式 不 为 等 的 条 件 ), 但 在 P 
的 邻 城中 却 不 是 这 样 因为 (2.49) 式 意味 着 

OY /Br — BA /Pes, (C2,43) 
当然 并 不 要 求 任意 场 作 都 要 满足 这 个 对 称 性 . 这 是 一 个 例证 ， 
说 明 每 一 个 基 向 量 的 场 并 非 都 是 一 个 坐标 基 ， 


4.27 对 分 量 的 张 量 运 算 


给 定 一 张 量 正 及 其 在 某 一 基 中 的 分 量 {ZT".}, 假定 用 数 必 
乘 每 一 分 量 , 得 到 {aT".}, 它们 显然 是 张 量 s 了 的 分 量 ， 而 且 
这 意味 着 用 5 滋 了 的 所 有 分 其 这 一 运算 是 与 基 无 关 的 ; 如 果 我 
们 从 学 标 {9 开始 , 我 们 就 会 在 这 一 新 化 标 中 得 到 aT 的 分 量 . 
(如 果 我 们 只 用 & 去 乘 {7".} 中 的 一 部 分 , 那 就 不 能 这 样 说 了 .) 
因此 ， 运 算 {TT}- 玫 {Tm} 唯一 地 对 应 于 与 基 无 关 的 表述 
外 >aT， 类 位 地 ,两 个 张 量 的 外 积 

A, B_>A®B 
也 有 唯一 的 分 量 的 对 应 (参见 习题 2.4)， 
{A {B™ >A Br™,.}, 
这 与 用 何 种 坐标 基 或 非 坐 标 基 前 无 关 ， 一 版 地, 对 分 量 的 运算 ， 


s Fn 


如 果 能 产生 同一 张 量 的 分 量 ， 且 与 基 无 关 ， 则 称 此 运算 是 一 种 
张 量 运算 ， 今 后 我 们 只 讨论 这 种 运算 ， 下 面 的 四 部 分 总 结 了 张 
量 的 代数 运算 (以 后 我 们 还 要 讨论 有 关 微 分 的 一 些 运算 ); 

(1) 相同 类 型 张 量 分 量 的 加 法 (和 减法 ). 

(二) 用 一 个 数 去 乘 所 有 的 分 量 ,给 出 同类 型 的 一 个 张 量 . 

Giii) 两 个 张 量 分 晤 的 相 情 , 给 出 一 个 张 量 , 它 的 类 型 是 两 
个 因子 的 类 型 的 和 . 

Giv》 一 对 指标 的 缩 并 , 其 中 一 个 是 上 指标 ， 另 一 个 是 下 指 
标 .一 个 方程 , 如果 其 中 只 有 用 这 些 运算 结合 起 来 的 分 基 的 话 ， 
则 称 它 是 一 个 “ 张 量 方程 ”, 由 习题 2.10 可 推 得 , 如 果 在 某 一 基 
中 ,进行 了 一 系列 运算 而 给 出 了 一 个 张 量 方程 ,那么 这 个 方程 在 
一 切 基 中 都 成 立 。 这 就 使 得 我 们 能 选取 方便 的 基 去 进行 特定 的 
计算 . 


2.28 函数 和 标量 
全 ， 
一 个 标量 定义 为 ( 0 并且 时， 即 流 形 上 的 一 个 商 数 ,但 其 定 


义 与 任 何 特殊 基 的 选取 无 关 。 例 如 ， 缩 并 Fiax 是 标量 ,因为 它 
的 值 与 计算 分 量 所 采用 的 基 无 关 ， 另 一 方面 ,分 量 瑚 : 也 是 流 形 
上 前 一 个 函数 , 它 在 每 一 点 有 一 个 数值 .但 是 它 不 是 一 个 标量 ， 
国 为 它 的 信 依 赖 于 基 ， 换 句 话说 , 存在 某 一 (标量 函数.f( 忆 ) 使 
得 Fi(P) = 六 P)， 这 里 指标" 是 对 某 一 特别 基 而 这 的 ， 当 这 
一 其 改 变 后 , 新 的 PCP) 就 不 等 于 ACP) 了 .， 轩 此 了 (P) 是 一 标 
量 , 在 某 一 基 中 , 它 的 值 磁 巧 等 于 字 的 一 个 分 景 的 信 ， 但 是 下 
不 是 一 个 标量 ， 因 为 它 的 值 随 基 的 改变 而 改变 ， 记 以 ， 我 们 看 
到 ,一 个 量 是 否 是 “标量 "或 考 单单 好 是 一 个 “ 示 数 ”这 取决 于 当 
基 改 变 时 对 它 的 解释 ;而 不 是 它 的 实际 伪 . 

让 下 和 


2.29 向 量 空间 上 的 度 规 张 量 


正如 我 们 在 .5 节 中 所 看 到 的 ， 大 部 分 熟悉 的 向 量 代数 都 
与 向 量 空间 的 一 个 内 积 有 关 。 所谓 内 积 是 这 样 一 个 法 则 ，. 它 使 
两 个 向 量 对 应 于 一 个 数 (“ 点 积 ”). 它 对 两 个 向 量 都 是 线性 的 . 因 


Q ， . 
此 内 积 是 一 个 { 3) 开张 量 称 为 度 规 张 量 , 记 作 中 |， 由 此 , 我 们 
宇 尽 


glF, U)=g|U, 广 二 六 (2.44) 
上 面 的 第 一 个 每 式 要 求 辽 .地 应 与 呆 和 广 的 次 序 无 关 ， 因此 我 
们 说 g| 是 一 个 对 称 张 量 ， 在 基 {efy 中 , 它 的 分 量 是 、 

:gu—g| (8 6 一 eteey， 《2.45) 
这 些 分 量 攀 成 一 个 吧 x3 对 称 和 矩阵 ， 根 据 后 面 将 说 明 的 道理 ,我 
们 还 要 求 这 一 符 阵 有 逆 符 阵 . 若 磁 巧 这 个 扎 隆 是 单位 怎 阵 ， 即 
车 有 

gi = jy 

我 们 则 称 这 个 度 规 张 量 是 欧 几 里 得 度 规 ， 并 把 该 向 量 空间 称 为 
殉 几 里 每 空间 如果 gy 不 是 这 样 简单 ， 那 我 们 能 谤 些 什么 呢 ? 
好 到 :我们 总 能 让 由 地 选取 一 个 新 的 基 {ev}, 在 这 一 基 中 ， 新 的 


度 规 分 景 


多 一 人 . (2. 46) 
会 简单 些 ， 把 这 一 方程 看 成 是 定 阵 方程 ， 把 它 重新 表示 为 
gu = A ged 
是 月 好 好 的 ， 由 1.6 节 中 的 讨论 ,容易 看 出 这 就 是 矩阵 方程 
yg ~ Argd, (2.47) 


这 里 A 是 矩阵 并 的 转 置 , 它 的 矩阵 元 是 必 . 我 们 将 看 到 ,适当 
地 选取 4， 能 把 簿 阵 y 简化 到 一 个 很 简单 的 形式 ， 因 为 4 是 任 


"DD = 


意 的 , 我 们 把 它 取 为 两 个 矩阵 的 乘积 
A=0D, 《2.48》 
这 里 口 是 正 交 逢 阵 《07=“0O7， 而 卫 是 对 角 和 矩阵 ( 因 些 , 特别 有 
P=D), 于 是 从 61.41) 式 ,有 
AT— (OD)T~ DITOT— DO 
和 和 
f= DO-1g0D. (2.49) 
热 知 的 是 ,任意 对 称 矩 阵 ， 例 如 9 可 以 通过 正 交 挎 阵 进行 一 个 
相 亿 变换 ,简化 为 对 角形 式 员 ， 让 我 们 选取 有 此 福 质 的 0, 则 
ga= 0 ig0, 
y= DanB. | 
如 果 ga 是 矩阵 diag( 剖 ， 扩 ,"…，9n)， 而 待定 的 入 隆 卫 是 diag 
《aa Ga mn] ， 则 为 
yg—diag(gd, gl, , dy, (2.50) 
现在 我 们 选 定 乌 一 《1971) 3 因此 多 对 角 线 上 的 元 素 或 为 十 也 
或 为 一 4. 我 们 不 能 用 色 来 改变 gj 的 符号 ,只 能 改变 % 的 大 小 . 
现在 gs 的 对 角 元 素 是 9 的 本 征 值 ,而 且 除 了 排列 的 次 序 外 , 它 
们 是 唯一 的 .而 且 , 因为 9? 有 一 个 闭 , 这 些 本 征 值 都 不 为 零 , 如 
果 我 们 这 样 地 选择 ， 使 得 所 有 的 一 1 先 出 现 ， 那 我 们 就 证 明了 
下 列 定 理 : 任意 有 摩 规 张 景 的 向 时 徐闻 都 有 一 个 ,在 这 个 革 中 


FP 


Fa 


的 符号 差 ， 
习 题 23. 坞 . 
对 下 列 各 矩阵 ,分 别 求 班 能 把 它们 简化 为 单位 对 角形 式 的 矩阵 4 


ee 人 人 


-Bt + 


这 个 定理 是 非常 重要 的 ， 它 说 明 在 一 个 向 量 空 间 上 只 有 为 
数 不 多 的 不 同 种 座 规 张 量 。 如 果 度 规 是 正定 的 ， 则 它 的 标准 型 
中 的 数字 都 为 十 I, 而 该 空间 就 是 欧 儿 里 得 空间 . 如 果肉 规 是 负 
定 的 ,也 把 它 称 为 是 欧 几 里 得 的 .因为 对 于 空间 ,重要 的 是 这 些 
符号 是 一 样 的 ,还 是 不 一 样 的 如果 度 规 没有 确定 的 符号 , 则 称 
它 是 不 定 的 .一 种 重要 的 情况 是 标准 型 为 (一 二 1，…, 1), 这 一 
度 规 通常 称 为 闵 可 类 斯 基 度 规 . 在 效 义 相对 论 虽 ,是 -时 的 
这 种 度 规 , 我 们 下 面 就 要 详细 讨论 这 种 情况 、 

这 一 标准 型 的 另 一 结论 是 ， 它 在 该 向 量 空间 中 挑选 了 一 个 
优先 的 基 的 集合 , 即 正 交 归 一 基 的 集合 . 在 欧 几 里 得 空间 把 中 ， 
这 种 基 称 为 得 卡 几 基 . 度 规 张 量 在 这 种 基 中 的 分 量 为 gy 一 6;, 或 
用 矩阵 表示 为 g~I， 从 这 种 菇 中 的 一 个 到 另 一 个 的 变换 算 阵 
化 满足 

I~AlTAoyAT= ds (2.51) 
因此 正 交 钴 阵 是 箔 卡 几 基 之 间 的 变换 答 阵 ， 这 些 拭 阵 构成 一 个 
群 (两 个 正 交 撼 阵 的 乘积 也 是 一 个 正 交 矩阵 )， 称 为 欧 几 里 得 对 
称 性 群 , 记 作 9(n)， 同 样 , 内 可 夫 斯 基 度 规 选 出 优先 的 洛 伦 兹 
站 ,在 这 种 基 中 , 度 规 的 分 量 组 成 扰 隆 l 
n=—diag(—1, 1,..», 1). 人 
从 一 个 清 伦 益 基 到 另 一 个 治 伦 兹 基 的 变换 什 阵 4 满足 
有 一 Ltd 2.83) 
这 种 矩阵 称 为 洛 伦 兹 变换 ， 不 难 证 明 它 们 也 构成 群 ， 这 群 叫做 
洛 伦 兹 群 , 记 为 工 () 或 O(n 一 14, 1). 

从 张 量 代数 的 观点 来 看 ， 我 们 还 没有 提 到 度 规 张 量 的 一 个 
最 重要 的 作用 : 它 把 向 量 映 为 (1-I 地 ) 一 次 形式 ， 考 察 向 量 严 
对 固定 的 访 , gj (六,) 是 把 向 量 映 为 实数 的 一 个 线性 光 数 ， 即 一 
个 一 次 形式 ， 我 们 用 下 式 表示 


PV-glF, ). (23.54) 
前 面 我 们 要 求 过 ， 和 矩阵 %w 有 逆 符 阵 ， 这 使 得 上 述 上 映射 是 1I~ 工 
的 , 因此 内 存在 一 个 向 量 六 能 觅 为 这 ， 为 了 看 清 这 一 点 ， 让 我 
们 来 考察 这 方程 的 分 量 形式 ， 用 已 ,表示 福 的 分 量 , 则 有 
V= Pte) =gi(P, ai) 一 区 | Vies, 6 
=—Vig| (Ce, 的 一 98 一 6 
上 上 式 中 最 后 一 个 等 式 是 由 g| 的 对 称 性 推 得 的 。 现在 ， 我 们 用 
并 米 标 雇 gs 的 首 矩 阵 : 
95 一 号 : (2.55) 
于 是 我 们 有 | 
Pg VY, (2.56) 
这 表明 该 映射 是 可 逆 的 ; 度 规 把 一 次 形式 和 向 量 一 一 地 配 成 对 . 
这 种 配对 的 关系 如 下 : 
P= gb (2.57) 
太一 和 {2.58) 
注意 ， 我 们 已 把 首 矩 阵 的 元 素 记 为 gs， 而 这 就 使 得 (2.58) 式 遵 
循 张 量 方程 的 通常 执 标 规定 ， 但 是 为 了 一 致 ， 我 们 必须 证 明 数 


- - , 本 ” ， > 

有 4 确实 是 一 个 (6 总 和 的 分 盖 . 下 面 的 习题 就 是 要 证 明 这 一 

习 题 多 雪 

| 

CD 评 明 fg 于 ( 9) 至 张 量 g| 的 分 量 . 这 可 通过 证 明 这 些 分 量 有 
活 汉 的 变换 人 性质 , 或 考证 明 它 们 定义 了 一 个 一 次 形式 上 的 双 线 性 函数 . 

cb) 如果 向 量 基 胡 导 是 正 交 归 一 的 , 试 证 明 它 的 对 届 一 次 形式 基 扩 晤 
也 是 正 交 归 一 的 , 这 指 的 是 g[-K《6 2 一 二 8 

em 和 学 二 


用 同 祥 方法 ， 度 规 也 可 以 把 一 个 (5 ) 开张 县 4 喘 为 一 个 


(a j 理 张 重 : | 
4 一 pp (2.59) 


0 
进一步 ， 还 可 以 脆 为 -个 ( 3 /加 关 归 
= md = ng , (2.60) 
还 能 再 次 回 到 原来 的 张 量 . .| 
A gighm A (3.61) 


这 些 映射 称 为 指标 的 开 和 隆 ， 而 且 习 惯 上 拒 所 有 这 些 张 量 都 用 


同一 名 称 (如 4) 来 标记 ， 而 仅 用 它们 指标 的 位 置 来 区 别 它们 . 
在 一 个 大 度 规 的 向 最 空间 中 ， 说 明 某 一 张 量 是 ( 和 的 ， 或 者 

wy—1 六 二 4 
是 ( y 1 的 (可 的 ,有 时 意义 并 不 天， 而 只 要 说 
张 量 的 阶 数 , 即 数 站 十 站 

.在 欧 几 里 得 向 量 空间 中 ,对 简 卡 尔 基 有 gy 一 6u, 因此 , 9” 一 
六 TI 一 0.， 所 以 在 这 一 情况 中 ， 在 向 量 的 分 量 和 与 其 相伴 的 
一 次 形式 的 分 量 之 间 就 没有 区 别 了 ， 这 就 是 欧 儿 里 得 向 量 代数 
的 初等 论述 中 对 向 量 和 一 次 形式 不 加 区 分 的 原因 ， 也 是 在 这 些 
论述 中 只 采用 正 交 归 一 基 前 原因， 但 是 在 欧 几 里 得 空间 的 非 正 
交 归 一 基 中 , 以 及 在 带 不 定 度 规 的 空间 前 任意 基 中 , 一 次 形式 的 
分 量 和 与 它 对 应 的 向 量 的 分 量 之 间 会 有 很 大 的 差别 . 在 2.31 节 
中 讨论 狭义 相对 论 时 , 我 们 会 遇 到 一 个 有 趣 的 例子 . 


2.80 流 形 上 的 度 规 张 置 场 
. 0 
流 形 上 的 度 规 张 基 场 g| 是 一 个 [ 3) 型 对 称 张 电 它 在 每 


。 84 = 


一 点 都 必须 有 一 个 道 ， 在 每 一 点 卫 处 ， 它 提供 了 切 空间 Tp 上 
的 一 个 度 规 ， 上 一 节 讨论 过 的 所 有 性 质 者 可 直接 地 拿 来 ， 但 还 
有 其 他 一 些 情况 . 


0 
流 形 并 上 首义 菜 一 个 (5 并 张 量 ， 并 作为 该 流 形 度 规 , 这 


赋予 下 很 丰富 的 结构 ， 它 立即 变 成 “刚性 的 ”: 我 们 可 以 定义 诸 
和 如 距离 (下 详 以 及 尚 率 (参见 第 六 章 ) 这 样 一 些 概念 ， 这 些 概念 
在 许多 应 用 中 ,尤其 是 在 广义 相对 论 中 是 如 此 的 重要 , 以 致 似乎 
使 得 它 成 为 物理 学 家 最 为 熟悉 的 一 种 几何 ， 但 是 ， 从 微分 几何 
的 观点 来 看 , 这 种 几何 具有 “高 一 级 "的 结构 : 它 选 定 了 一 种 特殊 
的 张 量 场 ， 这 样 就 超出 简单 微分 流 形 的 概念 了 。 如 果 这 样 做 的 
活 , 很 可 能 会 忽视 通常 流 形 水 身 所 具有 的 丰富 的 几何 结构 , 诸如 
李 导 数 和 微分 形式 这 一 类 重要 工具 都 与 度 规 无 关 ， 因 此 我 们 在 
本 书 中 将 把 度 规 张 最 放 到 一 个 不 很 突出 的 地 位 ， 基 至 在 讨论 定 
义 了 度 规 张 量 的 流 形 的 应 用 时 也 是 这 样 .在 本 忆 中 , 我们 简短 地 
考虑 一 下 它 的 一 些 最 简单 的 人 性质， 度 规 外 何 的 进 -- 步 讨论 ， 在 
第 六 章 中 进行 . 

对 度 规 张 量 的 可 微 性 , 我 们 可 以 任 作假 定 , 但 它 至 少 应 该 是 
连续 的 。 这 意味 着 它 的 标准 形式 应 处 处 为 一 常数 ， 因 为 它 仅 由 
整数 构成 ,而 整数 是 不 能 连续 改变 的 ， 因 此 我 们 可 以 谈论 场 g| 
的 符号 差 . 只 要 我 们 在 每 一 点 都 能 自由 地 选取 基 的 变换 箱 阵 4 
我 们 就 能 从 任意 基 场 变 到 一 个 整体 上 是 正 交 归 一 的 天， 采用 这 
些 基 时 , g| 的 分 晤 都 是 标准 的 ， 但 是 ， 这 一 变换 场 4 通常 不 是 
举 标 变换 ( 即 它 不 满足 (2.48) 式 )， 而 事实 上 ， 一 般 找 不 到 一 个 
从 标 基 , 它 在 流 形 对 的 任意 开 区 域 可 中 却 是 正 交 归 一 的 (参见 
习题 2.19), 把 B* 认为 是 一 种 在 每 一 点 都 有 一 个 欧 几 里 得 度 规 
iu 的 流 形 , 它 是 上 面 情况 的 一 个 明 曼 的 俩 外 ， 现 在 就 是 在 这 种 
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情况 中 ,， 也 只 有 在 笛 卡 儿 坐 标 中 能 生成 一 个 正 交 归 一 基 ， 习 是 
3. 工 趾 举 了 本 中 极 坐 标 这 个 重子 。 极 坐标 基 是 正 交 的 ,但 不 是 
归 一 的 ， 经 重新 标 度 所 得 到 的 正 交 归 一 基 就 不 是 一 个 坐标 基 . 


习 题 2%.14 

证 明 0* 讶 规 张 重 场 g| 是 局 部 平 直 的 , 这 指 的 是 , 任意 点 了 都 有 一 个 
邻 域 ,在 其 中 存在 一 个 坐标 系 ， 使 得 g| 在 其 基 中 的 分 是 gu 具有 下 列 一 上 
性 质 : 

《i》 9w(P) 一 十 6 《( 疾 卫 点 是 一 个 正 交 当 一 系 )》; 
,=0 《在 卫 点 附近 较 好 地 近 位 于 正 交 归 一 系 ); 


i Sy 
(5) [Se 


Mr 


(i 


Erg: , i : 加 
28 | ,不 必 全 为 零 《不 是 真正 的 正 交 妇 一 坐标 系 )。 
习 是 3. 本 


在 欧 几 里 得 平面 申 采用 极 坐 标 , 求 下 列 各 情况 中 度 规 的 分 量 ， 
(8) 基 取 为 {3/9r, 8/86}; 
tb) 基 取 为 习题 3.1 中 的 名 会 试用 By2r 和 2738 炎 表示 名 捕 


习题 3.18 
分 别 在 习题 3.15 的 两 个 基 中 求 尽 和 向 量 4f 的 分 晤 ， 


在 这 里 提醒 一 下 是 月 必要 的 ; 在 欧 几 里 得 空间 中 , 用 曲线 党 
标 进行 向 量 演算 的 大 多 数论 述 ， 都 用 到 了 向量 在 这 类 正 交 归 一 
基 中 的 分 量 , 这 种 做 法 使 人 们 能 加 避 去 区 吊 问 量 和 一 次 形式 .但 
是 当 我 们 把 下 面 所 得 到 的 有 关 示 达 式 ， 鲁 如 说 用 分 量 表示 的 向 
量 场 的 薇 度 欧 表达 式 , 潜 与 其 他 处 理 所 给 出 前 天 达 式 比较 时 ,就 
必须 考虑 到 基 可 能 不 同 . 

度 规 的 一 个 重要 性 质 是 它 允 许 我 们 在 流 形 上 定义 长 度 。 车 
.* a6 。 


此 线 的 切线 为 严 一 az7ax, 则 位 务 95 的 长 度 平方 沟 
d=dr"rdz= (Fdh) (Fa) =P .PP (a) 
=—g] CP, Pyan. {2.62 
(这 里 符号 “d” 是 无 穷 小 ,而 不 是 梯度 . ) 若 度 规 是 正定 的 , 则 对 所 
有 F 卫 0 有 g1(F, 下) >0， 在 这 种 情况 中 , az 是 正 的 , 我 们 有 
di= (gl (FP, Pv?d, (2.63) 
这 是 曲线 线 元 的 长 度 ， 然 而 ,在 不 定 度 规 时 ,长 度 的 平方 就 没有 
确定 的 符号 。 此 时 根据 为 正 值 ("类 空 ” 的 ) 或 为 负 值 (“类 时 ” 
的 ) 来 区 分 有 曲线， 我 们 定义 实数 
dl= [gl (F, PP) ld% (2.64) 
为 类 空 曲 线 的 “本 征 距 离 ” 或 类 时 曲线 的 “本 征 时 间 ”， 对 于 “类 
零 ” 曲 线 , 于 为 和 在 讨论 不 定 度 规 时 ， 我 们 必须 对 圭 草 数 的 向 量 


和 


8.31 疾 义 相对 论 


把 符号 差 为 二 2 的 向 量 空间 如 :看 作 流 形 , 这 就 是 物理 学 中 
最 重要 的 流 形 之 一 ; 闷 可 夫 斯 基 时 空 , 即 狭 义 相对 论 的 时 空 。 狂 
义 相对 论 的 初等 论述 经 常 并 不 是 明显 地 引入 度 者 张 量 ， 但 是 这 
些 论述 给 我 们 提供 了 看 清 度 规 该 是 什么 东西 所 需 的 一 切 . 
尤其 是 ， 我 们 知道 对 时 空 存在 着 -一 个 称 为 洛 伦 兹 坐标 系 的 优先 
和 坐标 系 ， 且 在 这 一 系 中 , 如果 有 华 标 间隔 为 (4 dm, 4 4) 的 
两 个 事 仁 , 则 数 
dsr oA TFA) AN tA 2.65) 
是 与 洛 伦 慈 系 无 关 的 (这 里 。 表示 光 速 ). 让 我 们 定义 人 p= 人, 避 一 
“，? 一 g， 忆 一 z 来 改变 标 度 ，( 在 相对 论 中 数 标 基 从 0 而 不 是 
从 1 开始 的 ,这 是 一 个 常规 . ) 我 们 采用 下 列 惯例 ; 用 希腊 字母 表 
示 时 空 指 标 ,用 这 种 方法 , 可 以 区 分 只 适用 于 相对 论 的 讨论 与 更 


# 上 了 se 


一 般 范围 中 的 讨论 。，(2.65) 式 具有 形式 : 
A = — Cd) CAr) I (CA) Ce)? 
= WagAdr Am, (3.66) 
这 里 ?us 是 利 阵 
Wap 一 diag( 一 开工 , 1, 1). (2.67) 
我 们 现在 把 (2.66) 式 看 作 分 量 是 (4ao dw*，dw?，4w3) 的 向 量 4 
的 伪 范 数 (1.5 贡 ) 的 定义 . 容易 看 出 这 一 仿 范 数 满足 1.5 节 中 的 
公理 (ND) 和 (Niv), 这些 对 定义 一 个 内 积 是 必需 的 。 显然 
P=np "pe. (2.68) 
所 以 , 我 们 看 到 ms 是 度 规 张 量 的 标准 形式 , 而 洛 伦 兹 坐标 系 就 
是 相伴 的 正 交 归 一 基 ， 
用 这 个 度 规 ， 我 们 就 能 很 好 地 说 明 身 量 分 量 及 其 相伴 的 一 
次 形式 之 局 前 区 别 ， 在 一 个 洛 伦 益 举 标 系 中 ， 
Uo="0aU "~ — UU, (2.69a》 
UU, UD, DT 一 天 (2.69b) 
考察 函数 了 的 向 量 梯度 , 它 是 由 一 次 形式 9 了 映射 而 得 的 向 量 . 
实 度 具有 分 量 (2//8w*，8f/Bw1，,…)， 而 向 量 Tf 具有 分 量 
(一 /Bm?, 8f/8w1,…)， 在 狭义 相对 论 的 许多 处 理 中 ， 人 们 引 
入 梯度 时 是 把 它 作为 一 个 具有 分 量 ( 一 8/8w*, 8/8w1,…) 的 向 量 
算 子 的 ， 这 一 奇特 的 符号 是 由 于 梯度 实际 上 是 一 个 一 次 形式 而 
强加 上 去 的 ， 
带 有 度 规 g| 的 流 形 形 , 仅 当 存 在 一 个 履 盖 整个 形 的 单个 举 
标 系 , 且 在 这 一 系 中 g| 具有 分 量 ?us 夺 ， 才 称 为 闵可夫 斯 基 时 
空 。 采 用 这 一 种 坐标 系 来 做 研究 是 很 有 利 前 ,但 是 它 并 不 是 是 
二 仅 有 的 坐标 系 ， 我 们 同样 可 以 选择 另 一 些 坐 标 系 ， 例 如 与 加 
速 运动 的 观察 者 相 联 系 的 那些 坐标 系 。 只 要 我 们 遵循 微分 上 几何 
的 一 般 法 则 ,我 们 就 能 得 出 正确 的 物理 结果 ，。 
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第 三 章 ” 李 导数 和 李 群 


3.1 引言 ， 流 形 上 的 向 量 场 给 出 流 形 到 其 自身 中 的 映射 


在 前 几 节 中 , 我 们 已 讨论 了 有 关 指 标 符 号 的 某 些 方面 。 这 
种 符号 对 实际 的 数值 计算 常常 是 必要 的 ， 但 是 在 发 展 数学 家 们 
所 请 的 洁 善 的 几何 概念 时 ， 它 也 常常 是 一 种 妨碍 . 以 前 我 们 在 
间 量 和 张 量 时 用 的 是 一 种 与 任 党 基 无 关 的 方法 ， 现 在 我 们 就 继 
续 用 这 种 方法 来 发 展 几何 学 中 景 有 有 用 的 解析 工具 之 一 ， 沿 一 个 
间 量 场所 定义 的 线 汇 的 李 导 数 ，. 

在 2.13 节 中 ,我 们 已 提 及 “ 弘 汇 ”的 概念 ， 这 是 曲线 的 一 个 
集合 ,它们 互 不 相交 且 布 满 流 形 或 流 形 的 一 部 分 ， 在 流 形 戏 的 
区 域 中 ,每 一 点 在 且 仅 在 一 根 曲线 上 , 因为 每 一 根 曲 线 是 点 的 一 
维 集合 ,该 曲线 集合 就 是 (4 一 1) 维 的 。( 适 当地 参数 化 后 , 该 曲 
线 集 合 本 身 就 是 一 个 流 形 。) 能 推 得 其 他 情况 的 关键 点 是 ; 该 线 
汇 给 出 了 此 流 形 到 其 自身 中 的 一 个 
自然 映射 ， 如果 和 是 这 些 曲线 的 参 
数 , 则 任意 足够 小 的 数 从 定义 了 一 
个 映射 ， 它 把 每 一 点 映 成 线 汇 中 同 
一 棍 曲 线 上 参数 再 增加 4% 的 那 一 
点 (参看 图 3.1)， 这 是 一 个 1 本 
颇 射 ， 至 少 在 有 足够 好 的 性 质 的 向 。 冤 名 二 
量 场 (01 场 就 行 了 ) 的 任意 区 域 中 线 的 另 一 点 ,后 着 的 参数 比 前 者 
是 这 样 , 如 果 向 量 场 是 0” 的, 则 这 ”的 字数 大 某 一 个 固定 数 公 ， 

一 映射 训 是 一 个 微分 同 古 (参见 2.4 节 ), 如 果 此 映射 对 一 切 信 
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都 存在 , 那么 存在 这 些 映射 组 成 的 一 个 一 维 可 徽 族 (事实 上 是 一 
个 单 参数 李 群 ， 以 Ju 十 4ha 为 其 合成 法 则 ) 。 这 种 映射 称 为 流 
该 线 汇 的 一 个 “ 拉 蝶 ”或 一 个 李 拉 虚 . 


3.2 函数 的 地 拉 熏 


设 丁 数 了 定义 在 流 形 上 , 则 上 述 映射 道 过 一 种 显而易见 的 
方法 ,可 把 了 沿 症 线 汇 “移动 ”从而 定义 一 个 新 的 函数 f%， 即 
如 果 图 形 3.1 中 某 一 个 曲线 上 的 忆 点 映 为 同一 曲线 上 参数 大 
把 的 QQ 点 , 则 新 场 f 和 在 人 @ 点 的 值 等 于 /在 的 值 , 即 

fFP) -TQ). 
(f5 上 的 “*” 号 在 这 里 简单 地 表示 “新 ”的 意思 ,) 如 果 磁 巧 对 所 
有 的 @ 及 (@) 等 于 入 点 的 信 JKQ)， 即 
f=f%, 
则 称 务 数 在 该 映射 下 是 不 变 的 、 若 此 函数 对 所 有 必 都 不 变 ， 
则 称 它 是 李 拉 电 的 . 显然 , 一 个 李 拉 折 的 函数 在 线 汇 的 任意 则 
线 上 必 为 常 值 , 即 aP/a=0. 


3.3 向 量 场 的 李 拉 电 


为 了 着 出 这 种 觅 射 对 向 量 场 的 作用 ,请 回 原 一 下 , 任意 向 描 
场 由 曲线 的 线 汇 所 定义 ,而 这 些 曲 线 的 切 商量 场 正 是 该 向 量 场 ， 
在 图 3.2 中 ,我 们 夯 出 了 两 种 线 汇 , 一 种 是 ddh， 它 生成 该 流 形 
的 一 个 映射 ， 另 一 种 定义 了 性 意 场 dj/diww， 将 受到 该 映射 的 作 
用 ， 这 一 作用 是 非常 简单 的 ， 级 汇 的 任意 曲线 贾 为 一 根 新 曲 
线 , 它 是 原来 曲线 上 的 各 点 在 李 拉 蝶 下 的 象 构成 的 新 点 的 集合 ， 
并 将 参数 值 几 带 到 新 点 上 去 ， 所 形成 的 曲线 就 定义 了 参数 为 
Hi 的 一 个 新 的 线 汇 ， 这 个 新 线 汇 的 切 向 量 场 为 4/dp%， 称 为 
dyan 在 李 拉 遇 下 的 梨 . 


通常 ,poi 线 汇 与 疡 线 汇 是 不 同 的 ， 如果 两 者 相同 ， 则 


(4) 
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图 8.2 如 和 何 对 : -个 向 靶场 通过 对 它 的 路 
径 和 参数 上 & 的 幸 控 蝶 来 定 光 一 个 新 的 向 
县 场 /dud， 了 曲线 信 ) 一 4) 是 入 线 汇 中 
的 曲线 , 英和 线 刀 是 过 将 点 的 一 要 上 复线 ， 

通 演 坐 拉 岛 一 个 参数 距 祝 四 后 映 为 曲线 
(437， 了 曲线 人) 荐 老 识 汇 中 通过 晶 的 一 和 根 
# 曲 线 . 【下 在 李 控 息 下 的 千 未 画 出 -一 
胡 说 来 , (8) 和 (4) 是 不 同 的 昌 线 。 如 好 
它 门 辑 同 , 则 称 上 线 汇 惩 李 拉 虚 的 ， 


dd = dj/die 
姓 钼 成立， 此 时 我 们 称 疝 时 
场 和 线 汇 在 该 映射 下 不 变 . 
如 果 它 们 对 所 有 的 入 都 不 


妈 变 ， 册 我 们 称 它 们 是 由 向 量 


场 /dy. 李 拉 描 的 . 


(2 全 
转 3.4 这 是 到 3.8 中 的 主要 
部 分 曲线 (加 未 夯 二 , 画 出 
了 曲线 4) 和 (47) 在 五 和 力 
处 的 初 向 量 ， 


李 拉 熏 的 向 量 场 有 一 个 简单 的 几何 的 解释 ， 这 如 图 3.3 讨 
示 . 在 消 无穷 小 和 沿线 ( 吕 与 曲线 (3) 的 间隔 无 穷 小 的 极限 情 
襄 下 , 邵 果 在 卫 点 的 didp 在 曲线 (4) 上 刚好 由 卫 “伸展 ”到 忆 , 
则 显然 有 dy/dpes 在 曲线 (4) 芋 由 忽 便 展 到 入， 如 果 dd 是 
李 拉 虚 的 ,如 图 3.2 中 的 曲线 (B) 与 (4 和 神 重 食 , 入 

Cd/din)e= (drdr)o. | 

因此 didp 也 由 最 伸展 到 S。， 参考 2.14 节 中 对 李 括 导 的 讨论 ， 
我 们 发 现 这 意味 着 [d/d%, dd 由 =…0， 有 即 如 果 问 量 场 与 拉 蝶 场 


的 李 括 号 为 震 , 即 


嘻 最 可 


[ad d/dp]l =0, (83.1) 
划 该 向 量 尤 是 李 拉 上 虹 的 . 
还 有 有 有田 一 种 方法 来 看 特 这 一 问题 ， 假 如 我 们 换 一 种 概 光 去 
夏 待 图 3.8, 仿佛 我 们 只 给 定 了 一 根 具 有 参数 上 4 的 曲线 (4), 而 
不 是 叉 个 线 汇 。 于 是 我 们 从 这 一 和 祖 曲 线 出 发 , 通过 一 切 可 能 前 
dh 值 , 对 它 进行 李 拉 息 , 我 们 就 可 以 产生 整个 线 汇 , (4 就 是 其 
中 之 一 ， 设 这 场 为 d/dur， 参 数 为 必 。 根据 这 种 梅 和 车 法 ， 求 导 
d/ 双 恒 在 A 园 定 的 一 根 曲 线 上 进行 ,而 d/djp 恒 在 和 国定 的 一 
报 曲线 上 进行 . 所 以 它们 必定 是 可 交换 的 . 


9. 李 导 数 


有 了 拉 外 的 概念 就 使 我 们 能 沿 着 线 汇 定义 导数 ， 定 义 向 量 
场 和 张 量 场 导 数 的 任何 努力 都 有 一 个 内 在 的 困难 . 考虑 一 下 ， 
如 果 拒 向 量 场 欧 导数 定义 为 ， 不 同 点 的 向 量 之 间 的 差 除 以 这 两 
点 之 间 的 距离 ， 再 联 极 限 ， 那 问题 之 一 是 如 何 去 定 义 点 之 间 的 
“距离 "。 如 果 这 两 点 都 在 一 根 曲线 上 的 话 ,， 则 我 们 可 以 把 这 段 
谍 离 取 为 这 商 点 的 参数 值 之 间 的 差 . (这 就 给 则 关于 参数 的 时 
数 ,而 在 没有 度 规 的 流 形 上 ,能 做 到 的 就 是 这 一 点 了 . ) 更 严重 的 
问题 是 对 不 同 点 的 向 量 的 比较 : 不 同 点 的 前 个 向 量 “ 平 行 ”与 大 
在 欧 玫 里 得 平面 中 , 这 是 一 个 容易 回答 的 简单 问题 . 在 弯曲 的 
介面 上 , 这 一 问题 可 能 没有 唯一 的 答案 。 在 一 个 简单 的 可 微 流 
形 . 上 , 在 不 同 点 的 平行 问题 甚至 是 浴 有 意义 的 , 因为 此 时 不 存在 
“标志 ”或 标尺 ,用 以 平行 地 移动 向 是， 为 了 定义 绝对 平行 ,此 时 
必须 在 流 形 上 附加 其 他 的 结构 ， 即 所 谓 “ 仿 射 联络 ”"” 我 们 在 第 
六 章 有 关 笋 曼 几 何 的 讨论 中 再 来 研究 这 个 问题 ' 在 这 里 我 们 将 
考虑 另 一 种 方法 , 它 在 线 汇 起 主要 作用 的 那些 问题 中 是 可 用 的 ， 
线 汇 本 身 能 代替 不 同 点 平行 的 概念 ， 也 即 当 要 比较 同一 曲线 .上 
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位 于 点 和 和 和 十 4 处 的 向 量 了 时， 我 们 就 可 以 把 在 和 -4 处 的 向 
基 李 拉 虚 到 点 》 处 , 这 就 在 :处 定义 了 一 个 新 闻 量 ,从 和 处 的 原 
来 向 量 减 去 这 个 新 向 量 就 定 多 了 两 者 之 间 的 差 。 注意 , 这 是 一 
个 叭 一 的 差 , 因此 出线 汇 给 出 了 唯一 的 导数 ， 而 这 种 导数 与 线 
汇 有 关 . 
现在 我 们 来 求 它 的 解析 表达 式 ， 首 先 考 察 一 个 标量 西数 . 
求 出 该 标量 函数 在 点 十 从 的 信 , 把 它 控 砚 加 0， 减 兴 该 标量 
函数 在 )o 处 的 入, 除 以 4 县 取 极限 dk->0， 它 在 Xe 十 刀 的 值 
是 fo 二 4)， 通 过 拉 员 我 们 定义 了 一 个 新 的 标量 场 广 ， 它 的 
值 由 法 则 48*/d% 一 0 定义 所 以 它 在 ja 的 值 与 它 在 十 访 的 
俏 是 一 样 的 ， 广 Ca) ~ 了 Cho+ A)， 这 样 定义 的 导数 为 
lim 00 70 tim Let A SO 


_[¥] . (3.2) 


了 的 李 导 数 的 这 一 结果 ， 当 然 是 不 足 为 奇 的 。 李 导 数 算 子 
用 特别 的 符号 多 y 来 表示 , 这 里 天 是 生成 这 些 映 射 (在 我 们 讨 
论 的 情况 中 是 drax) 前 向 量 场 ， 对 于 函数 ,我 们 已 证 明了 
Lrf 一下 (让 =dPdx. (3.8) 
现在 我 们 对 向 景 场 品 =d/djp 和 进行 同样 的 讨论 ， 因为 向 量 
场 是 用 其 对 函数 的 作用 来 定义 的 ， 所 以 我 们 在 下 面 用 任意 琴 数 
于 米 讨论 。 声 口 在 vo 给 出 导数 (4 fdp)a, 而 在 加 十 4 给 出 
(df/dm) ,rm、 在 8.3 节 意义 下 拉 奥 口 (Mw 二 4)， 我 们 得 到 新 
场 六 dj/dje, 它 是 由 [0*,F 了 i=0 和 DZ Ge+4) 一 UGo4- dN) 
来 定义 的 ， 从 换 位 子 为 零 可 推出 
d a Fa dr 
da I dh 
处 处 成 立 。 所 以 ,对 解析 向 量 声 有 


(3.4) 
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[语意 用 rocm 


d fd y a 
我 们 把 村 导数 各 yD 定义 为 作用 在 了 上 ,能 给 出 
Er 站 (用 de (3.5) 


-ls| (hr ) .|/ 多 


-lm( 艾 记 ds a 襄 办 
的 向 量 场 ， 现 在 1 和 js 的 差别 显然 是 从 的 一 次 项 , 因此 我 们 
在 上 述 最 后 一 个 等 式 中 能 用 刀 代 兰 好 ， 因为 这 一 等 式 对 所 有 
了 都 成 立 , 故 有 
本- 全 0 各 FIP, D].. (3.6) 
我 们 再 次 得 到 一 个 合理 的 结果 ， 根 据 治 严 的 李 导 数 的 定义 ,如 
果 疝 量 场 是 李 拉 复 的 ， 即 它 与 了 的 李 括号 为 堆 ， 则 它 具 有 零 李 


导数 . 因此 它 的 导 线 事实 上 就 是 它 的 李 括 号 是 讲 得 通 的 .根据 
李 括 号 的 反对 称 性 , 我 们 有 


LU — oF, (3.7) 
可 题 3.1 
(a) 设 了 和 全 是 两 个 任意 二 阶 可 微 向 量 场 , 王 明 对 冰 数 和 场 有 
Lp, FI Hp, FL. {3,8) 


p》 证 明 对 作用 在 通 数 和 向 量 场 二 的 李 导 数 满足 鸦 可 缠 包 等 式 ， 
是 区 加 由 


TL.gz, YF 35] + Ts, sl, 3] T+ [Ys, Ya], Yr]=0, 
(39.9) 
这 里 发, 子 , 分 是 任意 三 阶 可 微 向 量 场 . 
《提示 ， 在 (3) 中 , 讨论 对 岗 量 的 作用 时 ,证 明 人 @.3) 式 等 价 于 (3.14) 
式 ; 在 由 ) 中 ; 讨论 对 向 量 的 作用 时 ,应 用 怡 .9 式 以 及 由 定义 显然 得 出 的 
一. 这 一 事实 。) | 


习 题 3.2 
C28) 从 姓 对 函数 各 向 量 场 的 定 尺 , 推 证 莱 布 尼 兹 法 则 .; 
PFD LF UH EU. (3.10Y 
《p) 从 局 .7) 式 我 们 知道 yD 在 举 标 基 下 的 分 晤 是 
CITY -和 -二 pr (3.7》 
对 疝 量 场 给 定 任 意 基 faj， 由 公证 明 
MUD (3.11) 
这 里 6s 人 0 中 是 醒 数 本 关于 向 量 场 &y 的 导数 ， 


习 题 3.8 


选 定 一 个 坐标 系 , 中 是 其 中 一 个 坐标 基 向 量 ， 例 如 说 是 2yjamz 证 明 
此 时 对 于 任意 向 量 场 钱 ， 有 
(MON Or (3.12) 

也 即 闪 导数 是 偏 导数 的 与 坐标 无 关 的 形式 . 


3.5 一 次 形式 的 李 导 数 


因为 一 次 形式 场 和 高 阶 张 量 场 是 用 向 量 场 和 标量 西数 来 
定义 的 ， 因 此 我 们 就 能 从 向 量 和 标量 的 李 导 数 推出 一 次 形式 的 
李 导 数 ， 从 概念 寺 米 说 ,定义 是 相同 的 ; 如 果 一 个 一 次 形式 在 任 
意 李 拉 熏 向 量 场 上 的 值 是 常数 , 则 称 此 一 次 形式 是 溯 拉 盟 的 ,把 
6 上 + 4 处 的 一 次 形式 拉 虚 回 Xe 处 , 再 取 其 差 , 就 可 得 到 李 导 数 . 
-其 锁 论 是 ,如 果 马 基 一 个 一 次 形式 , 则 名 沿 玉 欧 李 时 数 是 一 次 
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形式 场 .经 ra, 它 是 用 对 匠 有 了 向量 场 成 立 的 下 列 乘积 法 则 ( 正 
如 一 阶 导数 的 莱 布 尼 兹 法 则 ) 来 定义 的 ， 

EF [wp)] =( 人 LO WI oar). (3.18) 
因为 己 ( 环 ) 仅 仅 是 一 个 函数 , 因此 (3.18) 式 用 了 已 知 的 运算 ( 函 
数 和 向量 场 的 李 导 数 ) 定 义 了 如 名 


习 题 3.4 


从 但 ,13) 式 及 表示 省 歼 =[F, 信 ] 分 晤 的 (2.7) 式 ， 推 证 线 名 在 一 
个 坐标 基 中 的 分量 是 


a 办 内 ， 
Fi i 
(和 一 玉 os 十 ty A FL (3.14) 


把 (8.13) 式 自然 地 推广 到 高 阶 张 量 上 去 ， 就 给 出 李 导 数 的 
下 列 性 质 ， 
LADB) (LAIOB+ADCEPB) (3.15) 
和 . 

Ep Tw, 1 DU, £1)) 

— LrT ,os 十 了 (Cr 本 十- 
To, 3 pt 1 te {38.16} 

这 里 各 ,了 TI 是 任意 的 张 章 ， 而 名 和 DU 分 别 是 任意 的 一 次 形 
式 和 和 向量， 


3.6 子 流 形 


流 形 于 的 子 流 形 指 的 是 于 的 一 个 光 清 的 子 集 ， 它 本 身 是 
一 个 流 形 ， 如 果 歼 是 通常 的 三 维 欧 几 里 得 空间 , 则 遂 常 的 光 少 
尚 面 和 曲线 都 是 子 流 形 。 在 四 维 亲 可 夫 斯 基 时 空中 (2.31 节 )， 
某 一 特定 的 观察 者 看 到 的 与 一 确定 事件 同时 的 事件 (向 一 时 间 
华 标 个 构成 的 三 维 空间 是 一 个 子 流 形 ， 而 与 一 确定 事件 有 常数 


间隔 48 的 所 有 事件 构成 的 双 曲 而 也 是 一 个 子 流 形 。 有 时 胃 
“ 超 曲 面 "这 一 名 称 来 代 赵 “ 子 流 形 ”， 但 是 有 些 教材 只 对 维 数 比 
型 的 维 数 小 一 的 那些 子 流 形 才 用 “ 趣 曲 面 " 这 个 名 称 . 


\、S co 


图 3.4 三 维 流 形 间 的 "个 二 维 了 图 3.5 图 中 曲线 是 二 维 流 形 的 一 


流 形 以 及 人 近 忆 点 的 一 个 坐标 ， ”个 一 维 子 流 形 吗 ? 回答 是 : 它 没有 

它们 符合 正 交 中 的 定义 . 型 的 琶 标 次 糙 。 因 为 在 卫 点 上 它 自 碳 相 交 

线 与 上 8 可 相 交 守 了 这 一 点 。 了 :我们 就 不 能 构造 必需 的 条 件 。 
所 以 只 有 某 些 曲线 才 是 子 流 形 ， 


虽然 在 简单 情况 中 ， 子 流 形 的 概念 是 容易 想象 的 ,但 是 上 述 
定义 中 的 “光滑 "两 字 有 更 精确 说 明 的 避 要 .不 同 的 教材 使 用 不 
同 ( 且 不 等 价 的 ) 定 义 .。 我 们 将 采用 保证 最 天 光滑 性 以 及 最 接近 
我 们 流 形 定义 前 那个 定义 。% 维 流 形 型 的 一 个 m 维 子 流 形 S 
是 如 中 点 的 一 个 集合 , 这些 点 具有 下 列 性 质 : 在 访 的 任意 点 卫 
的 某 一 开 邻 域 (型 中 的 ) 里 , 存在 型 的 一 个 坐标 系 , 使 得 8 在 访 
邻 域 中 的 点 由 归 一 刀 一 一 加 了 一 0 所 表征 (参见 图 3. 轨 一 
维 子 流 形 是 一 类 曲线 , 对 它 的 光滑 性 的 要 求 明示 于 图 8.5 中 . 筷 
的 定义 显然 保证 它 本 上 身 是 一 个 流 形 ， 因 为 它 有 必需 的 故 标 片 
(图 ). m= 间 供 了 一 个 特殊 情况 王 的 任意 开 集 合 蚌 型 的 
一 个 子 流 形 . 

我 们 对 子 流 形 前 兴趣 主要 产生 于 下 列 情况 ， 微 分 方程 的 解 
通常 是 一 些 关 系 ,如 他: 一 CY 0 了 可 以 把 
它们 想象 为 是 一 个 举 标 为 tb yo， ，…，28} 的 大 流 形 的 

节 流 形 ( 雁 标 为 {m1，…, w"})， 然 而 , 我 们 将 采用 另 一 种 观点 来 


LA 


对 子 流 形 进行 研究 , 到 第 码 章 再 把 它 与 微分 方程 挂 起 钩 来 . 

假定 王 是 (3 维 ) 流 形 对 的 Cm 维 ) 子 流 形 尽 中 的 一 点 ， 有 8 
中 过 卫 的 一 根 曲线 也 是 型 中 过 卫 的 一 根 曲 线 , 因 此 , 这 根 曲 线 
在 卫 点 的 一 个 切 向 量 外 然 就 是 Tp 《下 中 卫 点 的 切 空间 ) 中 的 
元 ,也 是 Vel8 中 忆 点 的 切 空间 ) 中 的 元 、 事实 上 , Fe 是 Typ 的 
一 个 号 维 间 量子 空间 另 一 方面 , Ps 中 任意 不 在 Vs 中 的 向 量 
没有 到 F" 上 的 唯 -- “投影 "(请 回想 一 下 , 在 这 里 一 般 是 没有 正 
交 概 念 的 ). 

”就 点 的 一 次 形式 而 言 ,情况 正好 相反 ， 设 是 Tp 的 对 
侦 , 即 3 是 了 点 一 次 形式 (它们 是 定义 在 Tp 爹 体 上 的 函数 ) 的 
集合 类似 地 , 设 T 革 是 Fo 的 对 偶 , 即 .8 本 身 在 卫 点 的 所 有 的 
一 次 形式 ，2 中 的 任意 一 次 形式 都 定义 了 f 中 的 一 个 一 次 形 
式 ， 这 只 要 把 前 者 的 定义 域 从 me 的 全 体 和 缩小 到 它 的 子 空间 
上 来 就 可 以 了 .但 是 , 不 是 路 中 唯一 的 元 与 Ys 中 的 一 个 给 定 
元 去 对 应 , 因为 光 知 道 一 个 一 次 形式 在 jz 上 的 值 , 还 不 足以 使 
我 们 能 说 出 它 在 不 属于 rz 的 向 量 上 的 值 ， 

现在 可 以 小 结 一 下 了 , :定义 在 子 流 形 咏 上 的 一 个 疝 县 也 是 
寺 上 的 一 个 向 量 ， 而 且 型 上 的 一 个 一 次 形式 也 是 六 上 的 一 个 
一 次 形式 ， 查 是 两 个 命题 的 逆 命 题 都 不 成 立 ， 在 第 四 章 中 ,我 
们 还 要 再 讨论 一 次 形式 和 于 流 形 ， 这 里 我 们 将 集中 讨论 向 描 


3.7 弗 罗 比 纳 斯 定理 (向 量 场 表述 ) 


在 总 的 任意 华 标 片 中 ， 存 在 着 坐标 {ya 一 1，…， sm}， 
及 及 上 向 量 场 的 基 疝 景 {8/6%*}。 所 有 这 些 基 场 当 玖 是 训 才 
的 , 即 
[72 ar2 =0, (3.17) 
“199， 


可 是 3.5 
(a) 车 政和 不是 夫 个 咎 此 可 换 的 向 奴 场 的 线性 组 会 (不 必 有 是 常 系数 
的 ), 证 明 此 时 了 和 你 的 李 括 号 也 是 这 个 场 的 一 个 线性 组 合 。 


Ch》 当 上 述 翅 个 向 量 场 的 李 括 号 是 它们 自己 的 一 个 非 零 线性 组 合 时 ， 
斌 证 明 同 举 的 结果 ， 


由 习题 3.5(a) 得 出 ，S 上 的 任意 两 个 向 量 场 有 一 个 地 括 
号 ， 它 也 是 的 名 和 本 因为 这 上 向 是 刀 当然 症 可 的 


= 
和 


意 点 定义 的 向 量 空间 的 约 数 ， 最 为 me， 但 可 能 比 芭 小 (如 下 面 
3.9 中 所 述 )， 呈 要 这 些 场 定义 的 向 量 空间 的 维 数 在 妇 中 是 处 
处 相等 的 , 那么 区 中 的 每 一 点 在 一 个 且 仅 在 一 个 这 样 的 子 流 形 
上 上、 这 些 子 流 形 布 满 卫 的 方式 很 象 曲 线 的 线 汇 布 满 辽 那样 
(2.12 节 )。 我 们 把 它 称 为 T 的 一 个 叶 状 结构 每 个 了 流 形 是 
此 时 状 结构 中 的 一 片 时 片 . 图 3.6 明示 了 两 个 这 样 的 叶 状 结 
构 . 

大 们 把 这 个 结果 称 为 弗 罗 比 纳 斯 定理 .我 们 在 下 一 节 中 将 
简要 地 给 出 它 的 证 明 , 但 是 容易 者 出 它 的 中 心思 想 。 如 果 各 个 
场 的 积分 曲线 要 确定 一 个 子 流 形 的 话 ， 那 么 它们 必须 保持 与 该 
子 流 形 相 切 ， 曲 线 不 能 从 子 流 形 上 “ 莉 " 出 去 如 果 所 有 这 些 奉 
括 导 本 身 都 是 急 向 量 场 ,那么 这 种 相 切 性 就 得 到 了 保证 ,因为 李 
括号 就 是 各 向 量 场 沿 另 一 向 量 场 的 导数 ， 如 果 向 量 场 的 导数 没 
有 偏离 该 超 则 面 的 分 量 的 话 ， 那 么 就 没有 积 他 出 线 会 高 开 该 超 
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3.8 (co 由 平生 平面 形 成 的 五 3 的 中 我 杏 移 。 型 中 的 每 一 点 都 在 扁 子 

该 结 罗 的 一 个 平 画 上. 图 中 这 面 出 了 也 个 平 而 。 台 ) 同心 球 商 部 形成 的 

Bt 的 时 捧 结 掏 , 中 心 :是 该 时 状 结构 的 一 个 退化 点 . 
曲面 ， 这 可 参看 图 3.7 给 出 的 一 些 例子 ， 当 我 们 在 第 四 章 中 研 
究 微 分 形式 时 , 会 碰 到 弗 罗 比 纳 斯 定理 的 另 一 种 表述 方式 ， 我 
们 会 看 到 它 是 给 出 偏 油 分 方程 解 的 存在 条 件 的 基本 定理 (“可 积 
条 性 ”). ， 


《oa (by 


图 3.7 在 到 中 ,向 昌 场 &zAaA 一 8 dyAax 一 coax, 92 和 = 在 虾 
直方 向 形成 曝 诈 半径 为 工 的 螺旋 形 ， (ah 蛙 旋 场 以 及 区 直 疝 蝇 场 沟 成 一 
族 曲 面 , 型 中 每 一 点 在 其 中 一 个 曲面 上 、 园 中 的 波浪 状 《 但 不 扭曲 ) 的 条 
带 表 示 了 这 样 的 一 个 曲面 让 这 一 图 中 , 稍 向 中 平面 下 看 , 我 们 有 时 着 到 
秆 条 带 的 一 耐 (水 平 条 绞 }, 而 有 时 看 到 另 一 而 ( 儿 向 条 纹 )。 @) 不 能 形成 
子 流 形 的 两 个 向 量 场 是 蝶 旋 场 和 # 基 向 最 场 ， 它 们 在 任意 点 所 定义 的 平 
面 ; 并 让 与 和 它 圭 下“ 相 郭 的 ” 巢 旋 千代 机 切 。 
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.8 非 罗 比 纳 斯 定理 的 证 明 


假定 在 旭 的 某 一 开 区 域 中 给 定 mm' 个 向 量 场 , 它们 在 辟 ' 航 
每 一 点 卫 张 成 Tp 的 一 个 和 m 所 mm' 维 子 空间 . 《这 些 子 空间 的 全 
体 的 集合 称 为 于 上 的 一 个 mm 维 分 布 ， 这 与 3.18 节 中 的 8 泪 数 
分 布 元 关 ，) 至 少 在 U' 中 的 任意 点 卫 的 某 一 邻 域 恕 中, 我们 可 
以 选 出 mm 个 线性 无 关 的 场 来 , 作为 此 集合 的 一 个 基 ， 而 这 些 场 
请 6 一 4-…, m} (根据 习题 3.5(p)) 在 TU 中 具有 如 下 和 性质: 

Fo,, Lr 一 之 oupo oo (3.18) 


因此 ,事实 上 我 们 不 必 考 虚 这 些 场 不 是 线性 无 关 的 那 种 情况 , 这 
样 的 一 个 集合 ， 在 局 部 上 可 简化 为 维 数 较 小 的 一 个 线性 无 关 集 
合 ， 设 流 形 对 的 维 数 为 
当 仅 有 一 个 向 量 场 严 ( 即 mw 一 时 ,这 个 定理 是 明显 的 车 
严 (P) *0, 则 在 可 中 积 努 曲线 显然 存在 ， 每 一 根 曲 线 都 是 一 个 
一 维 流 形 , 日 是 村 的 一 个 子 流 形 . 
当 m 尖 2 时 , 可 以 用 归纳 法 来 证 明 此 定理 ， 由 (3.14) 式 容 
易 证 明 , 对 任意 画 数 关 和 向量 场 严 ,有 
Lyd) sf). (3.19) 
而 且 , (3.15) 式 意味 着 对 任意 向 量 场 矿 , 有 
Ld, PILL pdf, Wr ErWy. (3.20) 
把 这 两 个 方程 结合 起 来 ， 并 记 住 rth, 邢 ]， 就 可 得 到 我 
们 将 要 用 到 的 下 列 结果 
~ P， WI >= rd WO Lp), 到 > 
(3.21) 
现在 再 回 到 主要 的 证 朋 工 来 , 首先 我 们 注 章 到 ， 车 这 mm 个 
向 量 场 确实 都 是 可 换 的 (彼此 之 亲 的 李 括 号 都 为 零 ), 则 2.15 节 
和 的 构造 法 表明 ; 对 于 它们 的 积分 曲线 上 的 点 来 说 , 它们 定义 了 一 
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个 坐标 系 , 因此 定义 了 我 们 要 求 的 对 的 一 个 子 流 形 族 . 我 们 将 
证 明 , 在 一般 情况 下 ( 李 括 号 在 场 上 线性 有 关 ), 通过 从 可 换 的 原 
来 场 构造 mm 个 线性 无 关 的 线性 组 合 的 方法 , 这 些 子 流 形 也 是 存 
在 的 .因此 假定 有 和 个 线性 无 关 的 向 量 场 Pw, 它们 的 李 插 号 在 
这 些 场 上 是 线性 无 关 欧 ， 我 们 选 定 尾 意 一 个 ,如 玉 m) 一 3/dhem 
现在 , 沿 着 wm 的 线 汇 的 参数 hm 是 在 各 点 有 定义 的 一 个 数 ， 
所 以 它 是 财 中 我 们 所 考察 的 区 间 如 上 的 一 个 函数 ， 因此 ， 它 
的 梯度 吕 em; 存在 , 县 我 们 如 下 地 使 用 它 ， 定 义 (mm 一 1) 个 向 量 
断 及 。,, 它们 是 所 有 原来 场 六 6) 的 线性 组 合 , 旦 满足 

{domy, Ed =0, a=1, *, m—l., (3.22) 
这 些 等 式 确定 集合 {于 ow} 到 它们 自己 的 线性 组 合 ， 现 在 我 们 
记 ( 再 一 次 用 习题 3.5Cb)) 


和 一 人 一 — 
IT (9) 又 外 ] 一 忆 Bow (0) 十 yoaf oo _ (3.28) 


[Fom, T(] = Sp 四 十 Fe (3.24) 


这 里 Baw Yo pm 和 mm 都 是 可 上 的 函数 把 这 些 方程 与 
缩 并 ,并 应 用 (3.21) 式 ,3.22) 式 和 下 列 简 单 恒等式 
Chm, Pewy =— Lp hm — dhe 全 Neo 
= {= 《和 oo 一 人 (3.25) 
于 是 (8 23) 式 和 (3.24) 式 的 左边 都 缩 并 为 零 ， 共 得 到 的 一 些 方 
程 可 得 到 yo 一 m6 一 0， 因 此 , 特别 地 , 这 些 至 ,。 的 李 括 导 根本 不 
包含 ow， 这 就 是 在 构造 它们 时 把 C3,22) 式 强加 上 去 的 目的 . 
现在 我 们 求助 于 归纳 法 假定 ; 任意 (7 一 1) 个 向 量 场 集 合 ， 
如 果 它 们 有 线性 相关 于 它们 的 李 括 导 ， 则 这 一 集合 构成 一 全 
Cm 一 4) 维 子 流 形 ， 把 这 一 点 用 到 集合 {全 6 一 1 …， mm 一 1} 
上 去 ;所 以 我 们 先 要 假定 这 一 集合 梅 成 一 个 布 注 悟 的 (mw 一 联 维 
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子 流 形 族 .定义 向 量 场 的 一 个 集合 { 王 wo， 一 二 rk 一 4, 它 
构成 子 流 形 之 一 , 例如 说 S 的 一 个 坐标 基 , 因此 这 些 场 在 S' 下 
可 换 。 我 们 将 用 沿 Fo 的 李 控 虑 来 定义 二 以 外 欧 场 {Zw 
&=1, …, m—1}, 


Zu 一 了 mw 在 六 上 
记 o wj 一 0 在 如 中 , 沿 过 请 的 任意 临 线 子 。 
: 鸡 于 4 一 二 92 一 十。 ， 《3 .26) 


现在 我 们 要 证 阴 的 是 , 这 些 Zo, 正 象 它们 在 访 上 彼此 可 
换 那 样 ， 它 们 处 处 彼此 可 换 ， 然后 ， 我 们 将 构造 完全 可 换 集合 
全 wy Zw 6 一 i， …, mm 一 1}, 县 证 明 访 定理 .但 是 我 们 几 须 
首先 确定 每 个 多 6 都 仍 是 下 的 一 个 线性 组 侣 ， 事实 上 , 我 们 
将 证 明 它 只 是 至 6 的 一 个 线性 组 合 , 江 不 需要 六 wj， 每 个 场 
Zi 当然 是 唯一 的 ,因此 让 我 们 来 看 一 下 , 是 否 能 构造 一 个 线性 
组 侣 
co 一 Bass 
以 满足 (3.26}， 于 是 ,我 们 必须 有 (所 有 的 取 和 都 遍及 到 
mC—1)} 
0=— LP 多 6)] 一 <T Za 
一 之 (人 poday) 是 cw 十 六 ou [Fm £6)] 


- 史 Fe Cav tye 00), (3.27) 
其 中 用 了 ,0 时 的 03.24) 式 在 最 后 的 和 式 中 把 求 和 指标 改 
一 下 C66 和 c=), 就 有 
0—P(dao/ dnt BD <oojioo) 及 
因为 这 些 玉 (w 是 线性 无 闫 的, 这 就 要 求 


Se + Baap =0. (3.28) 


OO 


这 是 一 个 常 微分 方程 组 . 在 各 上 葛 初 始 条 件 (am 给 出 下 ww 的 
适当 组 合 以 构成 入 mw) 确定 了 一 个 唯一 解 ,这 个 解 总 是 存在 的 .所 
以 在 每 一 点 , Zo 都 是 这 些 互 的 线性 组 合 . 
最 后 一 步 是 验证 李 拉 蝶 不 改变 下 列 可 挽 关系 ; 

[Zw, Sw] -0, ,6—1, -…, m—1. 《3.29) 
对 下 元 ov 和 名 ww 这 三 个 场 应 用 习题 2.3 中 的 雅 可 比 恒等式 ， 
就 可 以 证 明 这 一 点 。 通过 上 述 构 造 法 , 现在 我 们 得 到 村 名 个 彼 
此 可 换 的 场 [到 wo， 26, 一 1，…， ;一 二 ,因此 它们 物 成 了 一 
个 纪 纵 子 波形 的 一 个 坐标 基 ，、 因 为 原来 的 场 {Fiw} 是 它们 的 线 
性 组 合 ,我 们 证 明了 这 一 定理 . 


3.9 例 ， 饼 的 生成 元 


熟悉 量子 力学 中 角 动 量 的 读者 可 能 会 发 现 ， 上 面 给 出 的 这 
许多 概念 已 勾 是 熟悉 的 . 考虑 球 坐标 的 多 基 向 量 ( 没 有 归 一 一 化 )， 
有 时 志 记 为 8 Bg 

es— Yes+ ey, 
这 里 的 6。 和 6 是 通常 的 第 卡 儿 基 向 量 , 应 用 我 们 的 符号 ， 这 就 


是 
a 


如 _ 已 
5 一 yar +? By 
我 们 将 把 这 一 向 量 记 为 区 z 方 问 的 “ 角 动 量 算 子 ” 


Lo 
” 站- 
(这 一 表达 臣 与 量子 力学 中 通常 的 定义 相差 因子 和 总 ) 类 做 地 
可 以 定义 纪 和 二, 而 且 我 们 可 以 得 到 下 列 换 位 关系 ( 李 括 号 ): 
U。， by] 一 一 所 Ey 
[ly, I = —i,, (3.80) 
Di,, i] ib 
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所 以 这 三 个 向 量 确 定 了 一 个 子 流 形 、 然而 , 这 似乎 表示 这 一 子 
. 流 形 的 维 数 只 能 是 3， 即 整个 空间 ， 这 基因 为 有 3 个 向 量 ， 但 
是 , 实际 上 , 它 是 二 维 的 ， 考 虑 到 下 列 情况 , 我 们 就 可 以 理解 这 
一 点 耳 。 如 果 我 们 定义 7 三 Cw? 十 护 二 六 )'3， 则 有 jekr) 一 5) 
一 (7) 一 0 换言之， 

dr dr dr 0. (3.81) 
其 我 们 把 dr 的 图 形 着 威 是 * 为 常数 的 曲面 的 集合 ， 以 及 把 gr 
与 俩 如 说 也 的 缩 并 , 解释 为 1 穿 过 这 种 曲面 的 数目 , 我 们 看 到 ， 
(3. 季 ) 式 音 味 着 ,iy 和 二 都 与 7 为 常数 的 球面 相 切 ， 所 以 ,在 
任意 点 上 它们 是 线性 相关 的 ,而 且 它 们 生成 一 个 二 维 流 形 , 自然 
这 就 是 该 球面 . 


习 题 3.6 
证 明 当 习题 3.3 中 的 全 用 任意 张 量 场 代 蔡 时 , 它 仍 是 存在 的 。 


可 题 3.7 
定义 算 子 
LL? EE ET FT EE ET ET,. (3.32) 
证 明 如, 和 上 2 可 换 , 根据 对 称 性 , 由 此 也 就 能 推出 太 与 如 .和 婚 , 都 
可 换 。 若 了 蚌 一 个 标量 函数 , 试 证 明 此 时 有 


ss 1 af NT a 
ri- SAG %)+ Bn Bp (3.3%) 


即 工 学 是 9 下 在 单位 球面 上 的 角 部 分 ,这 里 的 9 和 四 是 通常 的 球 坐标 ， 
”3.10 不 变性 


用 李 导 数 来 表示 张 量 场 在 某 一 变换 下 的 不 变性 ， 这 荐 它 在 
物理 学 中 的 主要 应 用 之 一 。 对 于 张 量 场 人 下 和 向 量 场 六 ,如 果 


= Or 


rT=0, (3.34) 
那么 我 们 称 张 量 场 下 在 向 量 声 了 下 不 变 。 如 果 具有 物理 上 
的 重要 性 , 即 它 可 能 是 度 规 张 量 ,或 是 描写 粒子 势能 的 一 个 标量 
场 , 或 是 力 的 向 景 场 ,那么 能 使 人 不 变 的 那些 特殊 向 量 场 , 如 果 
有 的 话 ,也 将 是 十 分 重要 的 例如 在 上 节 中 ,我 们 讨论 了 与 球 曾 
的 转动 相关 的 向 量 场 ， 我 们 知道 , 仅 当 所 讨论 的 问题 在 与 上 述 
三 个 向 量 场 (至 少 是 其 中 之 一 ) 有 关 的 转动 下 不 变 时 ， 角 动量 才 
是 重要 的 ， 鲁 如 , 若 体系 在 某 一 平面 中 的 转动 下 是 不 变 的 , 则 称 
体系 为 轴 对 称 的 (或 反 轴 对 称 的 )， 而 与 生成 这 些 转动 的 向 量 要 
关 的 角 动量 是 守恒 的 ， 这 种 情况 的 产生 将 在 习题 5.8 中 讨论 , 
这 里 我 们 将 考虑 一 般 的 不 变性 
对 于 不 变性 的 整个 理论 来 说 , 下 列 定理 是 极为 重要 的 。 候 
定 下 ~ 和， Ya … 了 是 张 和 声 集合 我们 是 要 研究 其 不 变 作 


人 


调 分 成 两 步 ， 第 一 步 由 习题 3.8 六 出, 它 天 因 .党 志 的 集合 是 
实数 上 的 一 个 向 量 空间 . 


习 三 8.8 


如 果 张 便于 在 了 和 煞 下 不 变 , 试 证 明 此 时 它 在 a+b 到 下 也 不 变 ， 
这 里 a 和 是 常数 ， 


第 二 步 依赖 子 习题 3.1(8) 的 结果 , 根据 (3.13) 式 和 (3.15) 

式 ， 这 一 结果 也 能 用 于 任意 张 量 场 ， 如 时 节 和 硬是 此 集合 中 
前 向 量 场 ,那么 对 于 了 中 的 任意 张 党 场 了 有 

Ep Er, EwlTo0 Lp T=). 

- (3.35) 


DB 


记 以 车 玉 和 不 属于 此 集合 ， 则 全 , 矿 ] 也 属于 此 和 集合， 定理 
证 毕 ， 我 们 不 久 将 看 到 , 李 代 数 与 李 群 密切 相关 ,而 这 个 定理 就 
说 明了 池 群 在 物理 学 中 的 一 些 用 处 ， 在 下 儿 节 四, 我 们 要 研究 
不 变性 的 一 些 例子 ， 

理解 这 种 李 代数 为 怎样 的 一 种 向 量 空 间 ， 这 是 重要 的 .我 
们 通常 把 向 量 场 严 和 妆 的 级 人 性 组 合 史 -3 于 认为 是 另 一 个 向 
量 场 ， 这 里 & 和 五 是 流 形 上 的 函数 但 是 习题 3.8 所 允许 的 线 
性 组 合 是 & 和 ? 为 常数 的 情况 ， 我 们 构造 前 向 量 空 间 把 场 素 
利 于 作为 单个 元 素 ， 它 不 是 一 个 以 已 和 评 为 其 鹤 面 的 纤维 
从 . 它 更 象 一 个 有 限 维 的 函数 空间 (参见 2 .3 节 )， 这 一 点 看 上 
去 可 能 是 微妙 的 ,但 是 在 求 向 量 空 间 的 维 数 上 却 是 重要 的 - 例 
如 , 上 一 节 中 的 三 个 向 量 场 世态 和 天 作为 焉 上 的 癌 量 场 是 线 
性 相关 的 , 因为 它们 都 与 3 相 切 ， 但 是 为 了 用 其 中 两 个 表示 另 
一 个 , 我 们 必须 合用 一 个 变 系数 的 线性 组 合 。 所 以 这 三 个 场 是 
此 地 代数 的 线性 无 关 的 元 素 ， 不 存在 它们 的 常 系数 (不 全 为 零 》 
线性 组 合 正好 等 于 该 代数 的 零 元 素 ; 即 零 向 量 场 。 所 以 我 们 说 
这 些 向 量 场 是 一 个 三 维 李 代数 的 基 ， 我 们 还 外 到 过 的 另 一 个 李 
代数 是 一 个 流 形 或 一 个 于 流 形 的 所 有 切 询 量 场 构成 的 代数 ， 任 
意 有 限 个 这 种 场 都 不 能 构成 基 ( 即 任 合 有 限 个 场 的 常 系数 线性 
组 合 不 能 次 示 所 有 的 元 素 }， 因 此 我 们 说 这 个 李 代 数 是 无 限 维 
的 . 

3.11 开 林 向 量 场 

在 物理 学 中 ,我 们 有 兴趣 的 许多 流 形 都 具有 度 规 , 所 以 当 该 
度 规 在 某 一 向 得 场 下 不 变 时 , 就 相当 童 要 了 ， 我们 把 开 林 向 日 
场 严 定义 为 一 个 满足 

gl=0 . (3.86) 


"Og 。 


的 向 量 场 。 可 以 推出 在 些 标 系 中 这 个 方程 的 分 量 形 式 为 (参考 
《3.14) 式 ) 
(Zp g])o 一 严 -总 十 Br VR+ grey 2 VP*=0. 
.3.87) 
采用 在 其 中 的 积分 曲线 就 是 _“ 族 坐标 轩 线 的 开标 条 例如 说 
品 举 标 , 那 常常 是 方便 和 的， 于 是 从 习题 3.6, 我 们 有 


(Yr gl)y— Br gs—0, (3.38) 


固 此， 度 规 指 分 量 与 坐标 品 是 无 关 的 。 .相反 地 , 如 果 存 在 一 个 
华 标 系 , 在 其 中 该 度 规 的 分 量 与 某 一 坐标 无 关 , 那么 这 个 坐标 的 
基 向 量 是 一 个 开 宁 向 量 ， 利用 这 种 方法 来 识别 开 林 向 量 常常 是 
方便 的 . 
作为 一 全 例子 ， 让 我 们 来 求 三 维 欧 几 里 得 空间 的 开 林 向 量 
场 ， 该 度 规 在 币 卡 儿 汐 标 下 的 分 量 为 
4 一 Ou, (3. 39) 
它们 与 ww Yy 和 z 是 无 关 的 . 所 以 /an Byay 和 /az 是 开 林 向 
量 ， 同 一 度 规 在 球 极 坐标 下 的 分 量 汶 
中 如 
Ek 
(3.40) 


日 日 | 
NE 邵 " 即 28in268. 


记 以 8/894 是 一 个 开 林 向 量 , 事实 上 即 和 。 显然 和 妃 也 是 开 
宁 向 量 、 可 以 证 明 ， 这 6 个 开 林 向量 就 是 开 林 向 量 场 的 李 代 数 
的 一 个 基 . 这 将 在 第 五 章 的 各 部 分 中 给 予 证 明 ,， 在 那里 我 们 将 
对 具有 高 对 称 性 的 空间 进行 更 为 详细 的 研究 . 

:11i0. 


3.12 开 林 向 量 和 粒子 动力 学 中 药 守 桓 量 


在 经 典 力 学 中 人 们 熟知 的 问题 是 ， 若 力 是 一 个 轴 对 称 势 的 
樟 度 , 那么 粒子 关于 人 此 对 称 轴 的 角 动 量 在 粒子 的 轨道 上 是 常数 ， 
类似 地 ,如 果 该 热 与 伴 卡 儿 举 标 之 一 ,例如 说 wv 无关 , 那 妈 动量 的 
2 分量 是 守 得 的 ， 然 而 ,往往 并 不 讨论 以 下 情况 , 势 具有 某 种 其 
他 类 型 的 对 称 性 (例如 说 在 相似 的 构 球 族 上 是 常 值 的 )， 但 并 没 
有 与 此 对 称 性 相关 前 守恒 动量 ， 也 即 粒子 动力 学 中 的 守恒 量 并 
不 单单 出 势 在 某 一 运动 (在 上 面 三 个 例子 中 , 它们 分 别 是 圆 . 直 
线 和 梓 辆 ) 下 芍 不 变性 而 推 得 ,而且 还 需要 该 运动 沿 着 欧 几 里 得 
空间 中 (动力 学 在 其 中 发 生 ) 的 开本 向 量 场 .虽然 我 们 现在 还 没 
有 足够 的 数学 手段 去 证 明 这 一 断言 (推迟 到 习题 5.8 中 进行 )， 
但 是 从 运动 方程 可 以 看 出 这 种 说 法 的 合理 性 ， 用 通常 的 向 重 运 
算 的 符号 , 运动 方程 是 


n= 一 93 中， 或 mV 人 = 一 Vig, (3.41) 
但 是 我 们 知道 , 向量 梯度 与 度 规 有 关 , 我 们 实际 上 知道 
me 六 一 一 多 下， (3.42) 


其 这 一 方程 得 出 的 任意 不 变量 ， 显 然 不 仅 必 定 与 理 的 不 变性 有 
关 , 而 且 还 与 g| 的 不 变性 有 关 . 


*9.18 畏 对 称 


为 了 说 明 李 导数 是 如 何 自然 地 进入 对 称 性 向 题 的 ， 我 们 沽 
庶 轴 对 称 的 情况 . 轴 对 称 是 关于 某 一 国定 轴 的 转动 下 的 不 变性 ， 
《不 要 与 柱 对 称 混淆 , 柱 对 称 是 轴 对 称 加 上 沿 对 称 轴 的 平移 不 认 
性 . ) 设 用 中 表示 绕 访 轴 的 转动 . 经 常会 有 这 祥 一 种 情况 ; 所 讨 
论 的 问题 具有 某 种 作为 “背景 的 轴 对 称 人 性 。 例如 ,我 们 寺 论 在 


= 11。 


轴 对 称 势 中 运动 的 粒子 ， 或 一 个 含有 小 微 近 的 轴 对 称 体系 ， 在 
这 种 情况 中 ,我 们 得 到 关于 未 知 量 目 的 一 个 线性 方程 : 
LD -0, (8.48) 

这 里 五 是 某 一 算 符 , 它 与 坐标 变换 沙 -> 中 二 常数 无 闫 (3. 人 48) 式 
的 解 不 必 是 轴 对 称 的 ， 在 某 一 时 刻 , 粒子 位 于 基 一 角度 , 过 后 它 
在 另 一 角度 , 或 者 微 扰 有 韭 露 对 称 的 初始 信 ， 但 是 标量 解 确实 
有 很 好 的 性 质 : 当 对 四 侍 里 叶 分 解 时 

bb; oD)— nl (3.44) 
西数 yo(z)) (指标 取 踪 除 中 外 的 所 有 坐标 )， 满 足下 列 相关 的 和 
分 方程 | | 

0— Lunn) em Lp"), (3.45) 
算 子 工 和 Lm 通常 是 不 恒 等 的 , 因为 厂 可 以 包含 关于 名 的 导数 ， 
但 Ln 不 行 , 例如, 算 子 
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它 显 然 在 中 > 和 二 常数 的 变换 下 是 不 变 的 ， 于 是 当 它 作用 于 菠 
数 矿 r ya” 上 时 ,有 - 
在 Da 


9 me I -ny 一 一 一 一 
VAC Cr, He ) 总 局 ar ar 


1 0 : 
tm in yl fr, 0), (3.46) 


大 括号 中 的 算 子 ,如 (3.45) 芭 时 定 炎 的 ,是 9 画 数 子 的 这 
个 情 里 时 分 解 , 在 粒子 运动 前 情 说 中 通常 是 没有 用 的 , 此 时 粒子 
的 位 置 是 加 的 一 个 3 了 车 ， 但 是 对 于 连续 系统 ,例如 对 于 在 地 
对 称 背 录 上 的 波 来 说 , 它 却 是 非常 有 用 的 。 关键 的 函数 em* 可 
以 称 为 标量 辆 汶 函数. 对 《3.43) 式 的 作风 者 

-Zi 册 一 ia 下 ， {3.47) 


a 


IN my 
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则 称 它 有 轴 本 征 值 m, 这 里 纪 三 8/84 与 对 称 圆 相 切 ， 如 果 由 是 
标量 尔 数 , 这 是 不 难 的 ， 但 部 讨论 的 是 一 个 向 量 方 程 , 例如 电磁 
学 中 的 矢 势 , 玫 时 轴 谐 函数 仍 是 有 用 的 ,但 是 它们 应 是 向 量 轴 谐 
函数 ， 我 们 来 构造 它们 ， 
考虑 由 0 的 子 流 形 (实际 上 这 是 一 个 有 边界 的 子 流 形 ， 近 
界 在 对 称 轴 上 )， 在 每 一 点 上 , 对 与 这 一 子 流 形 相 切 的 向 量 选 一 
个 基 {6}, 在 这 个 基 中 添加 *， 使 得 {6,, 外 是 原 流 形 在 子 流 
形 的 点 处 的 所 有 切 向 量 的 基 ， 现在 通过 沿 ss 围绕 对 称 轴 的 各 
种 路 线 来 李 拉 奥 这 个 基 ( 如 了 图 3.8 所 示 )， 以 构成 整个 流 形 的 一 
个 基 。 最 后 得 狸 的 场 都 满足 
er 《3 .48) 
扼 它们 都 是 灿 对 称 的 注意 ， 用 通常 的 第 卡 儿 翟 闵 家 示 , 的 分 
量 当 绕 轴 转 动 时 要 改变 。 向 量 场 的 轴 对 称 性 并 不 意味 着 它 的 笛 
卡 儿 分 量 是 与 $$ 无 关 的 ,而 是 指 在 包括 上 的 一 个 耸 标 系 中 , 它 的 
分 量 是 与 由 无 闫 前 ，“ 
根据 (3.48) 式 , 现在 我 们 有 一 个 具有 轴 本 征 值 为 0 的 基 . 显 
然 ,具有 轴 本 征 值 为 m 的 基 为 
Emi— 0 Brmg=e eon (38.49) 
满足 - =iomy 
的 任意 向 量 场 , 者 可 表示 为 由 (3.49) 式 给 出 的 本 征 值 为 % 的 向 
量 轴 谐 活 数 的 一 个 线性 组 合 , 而 系数 与 多 无 闫 、 


" 习 题 3.9 


在 三 维 欧 几 里 得 空间 中 ， 通 过 把 省 ==0 平面 中 的 基 选 为 {5s, 6&} 来 移 
这 绕 z 轴 转 动 的 轴 向 量 畜 冰 数 。 在 六 一 3 时, 试 求 这 二 个 向 景 谐 函 数 的 笛 
-发 儿 分 量 . 用 类 似 的 方法 , 在 w=2 时 , 从 由 一 0 平面 中 的 fw dz} 出 发 ， 
试 求 向 重 谐 溺 数 的 基 一 次 形式 ， 如 果 是 朝 订 征 值 为 3 的 标 最 函数 , 试 证 
梯度 针 是 轴 本 征 值 为 2 的 一 次 形式 。 证明 卫士 ij 的 轴 本 征 值 为 土 1 


i ie 


各 然 我 们 沿 示 发 展 这 里 所 述 的 内 容 与 群 论 之 间 前 关系 ， 但 
显然 两 者 有 密切 的 联系 ， 轴 对 称 性 的 
.存在 意味 羡 作 为 易 理 情况 的 “背景 


如 8 再 申 所 述 。 这 些 拉 瞄 构成 一 个 


加 3 ia 复 单 的 ， 转 动 群 (与 它 椒 关 的 对 称 性 
ee 5 灶 ， 它 出 沿 纪 的 村 称 为 球 对 称 性 ) 是 更 重要 的 例子 . 但 
拉 点 构成 。 ，。 ，， 因为 沿 记 六 和 六 的 各 个 李 导 数 不 可 
换 ， 所 以 更 为 复杂 . 具有 对 地 群 本 身 系统 地 加 出 研究 ， 才能 处 理 
这 一 问题 ， 在 本 章 的 下 面 各 节 中 ， 我 们 将 研究 李琦 


a ， 1. 


3.14 . 抽 杀 村 嫩 


苦水 代 吉 我 们 已 经 条 次 措 角 过 了 ， 现在 我 们 来 更 系统 
地 研究 它们 ， 正 如 我 们 已 看 
到 的 ， 在 物理 学 中 人 们 对 它 
们 感 兴趣 的 主要 原因 是 ， 它 
们 能 表示 一 些 重要 张 量 的 不 、 
变性 质 。 在 下 面 的 包 节 中 ， 
我 们 将 研究 这 一 方面 菌 内 : 入、 
容 。 在 这 一 节 中 ,我们 研究 : 、 
群 流 形 本 身 ， 要 注意 下 列 千 


图 3. 出 4 细 的 去 平 穆 , 把 的 
态 不 能 混淆 的 重要 区 别 ， 张 一 个 仓 城 映 独 上 的 一 个 馈 束 上 .8 


量 的 不 变 件 出 群 描述 ， 耐 粹 下 的 一 个 座 吕 能 自然 炮 瑞 为 0 点 的 | 
流 形 不 同 于 张 量 所 在 的 挤 。 “个 向 晤 ， 
天 所 有 转动 (80(3)) 的 流 撒 不 同村 流 形 配 ， 而 后 者 的 促 标 


旦 经 受 了 这 些 转 动 。 


[和 


在 沿 3/6g 的 李 拉 旧址 是 不 变 的 ， 正 


李 群 .,, 这 里 水 及 到 前 SO 和 2) 群 是 特别 


‘a 


设 我 们 有 一 个 有 限 维 的 本 群 , 即 一 个 m 维 O< 流 形 G,， 它 有 
下 列 Cr 上 映射 (微分 同 胚 )， 亿 中 任意 元 素 Y 给 出 了 映射 hgh 
《g 给 出 的 左 平移 ) 或 有 >hgtg 给 出 的 右 平移 )， 我 们 用 e 来 表 
示 单 位 元 ， 同 时 并 不 假定 此 有 群 是 阿 贝 尔 的 〔 即 一 般 有 78 闻 9) 
如 图 3.9 所 示 ,6 的 任意 爸 域 通过 由 一 特定 gy 给 出 的 让 平移 峡 
到 9 的 一 个 邻 域 上 ， 因为 这 一 驱 射 将 曲线 映 为 曲线 ， 它 就 把 
s 点 的 切 向 量 (T, 中 的 元 陛 ) 映 为 g 点 的 急 向 是， 这 是 一 个 称 
为 五:T>TD, 的 映射 , 这 也 已 明示 在 图 3.9 中 了 ，( 这 一 艇 念 :与 
3.3 节 中 的 李 拉 点 映 射 的 概念 是 一 样 的 )}。 如 果 对 一 切 9, 1 把 
疝 如 扬 严 在 。 点 的 向 量 喘 为 六 在 g 点 的 向 量 ( 即 :了 (em 
(9)), 则 称 对 上 的 向 量 扬 严 为 左 不 变 的 . 由 群 的 合成 法 则 可 
知 ， 对 会 中 的 任意 久 而 将 下 向- 映 为 了 (gp 轨 而 我 们 有 了 
一 个 GQ 上 “ 常 值 " 向 量 场 的 自然 定义 . 同样 显然 的 是 , T。 中 每 一 
个 向 量 都 定义 了 一 个 叭 一 的 左 不 变 向 量 场 ， 因 此 左 不 变 向 量 场 
构成 一 全 w 维 向 量 空间 ， (如 3.10 季 呈 述 , 这 些 场 的 线 仁 组合 
是 用 常数 进行 的 ， 和 而 不 用 如 上 的 落 数 ，) 事实 上 容易 着 出 (图 
8.10), 车 六 入 是 任意 两 个 左 不 变 向 量 场 , 则 Ly 把 [了 ,证 1 
在 。 点 的 向 量 配 为 - 碌 ,， 证 ] 在 9 成 的 向 量 , 故 场 [, 入] 也 是 夺 
不 变 的 ，《 对 图 3.10 给 出 的 说 明 并 不 信服 的 读者 , 请 应 用 G 上 
的 华 标 类 庆 明 六， 久 全、 类 电 要 的 ， 因为 这 污 卫 省 夺 本 间 


&CG) (省 妾 作 省 漆 用 符号 中 这 全 地 代数 也 下 面 定义 的 疝 昌 

数 完 全 囊 征 ， 设 他 ww, 一 1]，…， 是 该 党 代数 的 一 个 基 , 即 

在 不 变 向 量 场 的 一 个 极 大 线性 无 闫 集合 . 《如果 它们 在 一 点 , 例 

如 说 。 点 线性 元 关 , 那 么 上 述 菇 射 家 明 它 们 外 处 无关 ，) 于 是 我 
们 人 恒 有 

一 的 《3.50) 

+ 115 


nm re 


图 3.10 图 2.21 所 示 的 映射 用 十 左 不 奕 向 最 场 ， 因 为 它们 是 
左 不 变 的 , 邻近 。 的 帮教 路 询 为 。 的 平移 陕 为 彰 近 9 的 同样 的 平 
移 ， 所 以 e 邻近 处 表示 它们 的 这 括号 的 “各 口 ” 且 为 9 邻近 处 的 
“ 馈 口 " 后 天 是 被 平 敌 场 的 李 括 号 ， 
其 中 用 了 求 和 规定 ， 如 果 构 造 常 数 金 都 为 零 ， 则 称 此 地 民 数 基 
阿 贝尔 的 .我 们 将 看 到 , 这 就 章 味 着 台 也 是 阿 贝尔 的 .当然 基 


1% . 
入 ww} 不 是 叭 -的 ,而 且 在 基 改 变 时 , 数 地 象 一 个 (, ) 开张 且 


的 分 量 那样 变换 ， 每 一 个 李 群 和 李 代数 都 有 一 :个 唯一 的 “ 特 造 
张 量 ”@， 稍 如 一 些 跟 制 , 便 能 得 到 这 一 陈述 的 逆 ， 即 给 定 构造 
常数 集 ,“ 几 平 ” 能 确定 一 个 李 群 , 其 李 代 数 的 构造 常数 就 是 所 给 
的 ， 这 将 在 3.16 节 中 讨论 . 

考察 过 。 的 左 不 谈 向 量 场 六 的 积分 曲线 ， 它 在 e 有 了 唯一 
的 切身 量 P。, 并 且 有 唯一 的 参数 如 对 此 参数 来 说 , :一 0 对 应 
于 ge， 正如 2.18 节 中 所 述 , 曲线 上 的 点 可 以 用 六 的 指数 映射 
exp(tF) 来 定位 .， 义 如 3.1 节 中 记 讨 论 的 ， 这 正好 包含 着 由 六 
生成 的 到 其 自身 上 的 微 分 同 脖 ， 不 象 一 般 的 辣 量 场 , 玉 完全 
自 玉 ,确定 , 央 此 我 们 把 日 在 此 曲线 上 的 点 用 

gr.(t) =exp (iP) |, {3.51) 

来 表示 。 因 为 根据 定义 , 指数 决 射 具有 下 列 性 质 ， 


和 和 


ed 


cxp (fF exp(hy | ,=expf (t+ ta) P11,, 
所 以 在 这 些 积分 曲线 上 的 点 构成 一 个 群 : 
gr +i) erp[l(t +i) PF] |, 

—exp(t PF orp(h 7) | 。 

—gr, Cla) gp, Ci), (3.52) 
这 个 群 称 为 9 的 单 参数 子 群 , 尼 显 然 是 阿 贝尔 的 , 即 

pe 和 丰 十 各) 一 gp,( 和 十 本 ). 

这 很 简单 , 因为 群 运算 相当 于 参数 值 的 相 加 ， 对 应 于 了 中 的 每 
一 个 向 量 , 都 有 唯一 的 一 个 子 群 ， 而 且 , 因为 每 一 个 单 参数 子 群 
都 是 台中 通过 el 子 群 总 包 会 单位 元 素 ) 的 一 根 C” 曲线 , 所 以 在 
他 的 单 参数 子 群 与 鼠 的 李 代 数 元 素 之 间 就 有 一 个 一 一 对 应 . 


“可 题 3.10 


试 定 义 右 床 变 向 量 场 。 证 明 它 们 构成 一 个 梯 代 数 。 证 明 它 们 的 通过 
e 的 积分 由 线 与 堪 不 变 场 的 那些 积分 曲线 重合 . 证 明 它 们 通过 其 他 元 素 
的 积分 曲线 与 办 不 变 向 基 场 的 那些 积分 曲线 一 般 是 东 重 食 的 ,除非 该 群 是 
阿 只 尔 群 两 者 才 重 合 。 


“ 习 题 3. 圭 


ta》 证 吗 Ts 的 任意 基 全 (8) i=1， 7 ?3 定义 了 左 不 变 向 普 场 的 
一 个 线性 无 关 集 合 , 记 作 {Fj}. 

人 ) 考察 群 刀 的 切 从 TB. 在 e 的 某 一 邻 感 太 中 取 下 述 坐 标 ， 说 立 
悬 鼠 中 9 点 的 一 个 向 量 ， 区 一 ay，9 点 的 纤维 正 是 RB?， 因 此 取 芝 
的 起 标 沪 fc 于 是 论 六 上 了 G 的 伐 标 为 :{ 示 的 坐标 j {%:}}。 证明 把 这 
一 规定 扩展 到 整个 ?6 上 址 ， 能 验证 ZIG 有 一 个 到 好 xi 上 的 1 上映 
瘟 , 即 李 群 的 切 失 是 平凡 的 。 


3.15 李 群 的 例 于 
Qi) 最 简单 的 例子 是 吾 ", 它 是 一 个 流 形 。 而且 在 向 量 如 法 


-41417 。 


下 它 是 一 个 群 , 这 是 一 个 西 贝 尔 群 ， 单 参数 子 群 是 “射线 “过 原 
点 的 直线 )， 志 不 变 向 量 场 平行 于 射线 , 它们 都 可 换 。 因 此 它 的 
李 代 数 是 具有 平凡 阿 内 尔 括号 (对 于 TD。 中 所 有 有 的 六 和 丽 ， 有 
EV, 六] =0) 的 向 量 空间 2， 
(i 对 于 物理 党 来 说 ,最 重要 的 李 群 之 一 是 行列 式 不 为 零 

的 %nx%w 实 窍 阵 全 体 构 成 的 群 。， 它 的 名 称 基 %*( 实 ) 维 一 般 线 性 
群 , 记 作 BDL(n, 及)》， 如 下 所 述 ， 它 是 一 个 李 群 ， 首先 ， 关 于 些 
阵 的 飞 法 运算 它 是 一 个 群 ,而 单位 年 阵 是 单位 元 . 《为 了 和 保 还 群 
中 的 企 章 惩 阵 都 有 道 元 , 行列 式 不 为 堆 的 限制 是 此 要 的 ,) 其 次 ， 
因为 它 是 一 个 流 形 ，GIG, BRB) 中 系 降 元 为 {a5, 志 j 了 一 1 …， 只 
的 任意 甜 阵 4 有 一 全 半径 为 < 的 邻 臣 ,其 中 的 撼 阵 召 定 祥 为 
对 于 所 有 和 3 满足 要 一 a;| < 的 矩阵 , 而 ce 可 以 选 得 足够 
小 , 使 得 每 一 个 B 的 行列 式 吏 不 为 零 ， 数 蕊 =01 一 gf 是 此 邻 域 
的 誉 标 , 面 且 因为 及 个 举 标 是 独立 的 ,所 已 Lm, 及 ) 的 维 数 
是 六 事实 上 , 它 是 BR" 的 一 个 子 流 形 、 因 为 象 任意 RB" 一样， 
RW 与 各 每 一 点 的 切 空 间 是 全 同 的 ,所 以 G 开 (人 RB) 的 单位 元 e 
的 场 空间 就 是 BM", 出 且 任 意 切 向 基 都 可 以 用 宗 阵 宪 示 、 例如 ， 
GE 玫 ) 中 包 售 矩阵 diag (1 十 exp( 和 ,1 1 全 的 曲线 (从 
数 为 入 ,在 %* 一 0 时 有 切 向 量 diagti,0,0,…, 0)， 这 一 矩阵 的 
行列 式 为 零 , 这 说 明了 下 列 事实 :任意 移 阵 都 在 了 ,之 中 ,因而 任 
意 和 矩阵 都 生成 一 个 单 参 数 子 群 ， 即 一 个 左 不 变 向 景 场 +， 以 及 李 
代数 的 一 个 元 素 ， 

任意 惩 阵 4 生成 的 单 参数 子 群 ,是 过 。 点 的 , 且 在 e 点 给 出 
六 的 左 不 挛 向 量 场 的 积分 曲线 .， 加 果 我 们 用 gi (8) 标记 这 些 挎 
阵 , 且 dga(t) vdtio 一 4( 这 就 是 指 ,对 二 所 有 书记 有 dlgaytidti|o 

i 读音 应 该 记 住 ,G 的 一 个 切 商量 事实 上 是 一 个 抵 阵 ( 方 阵 )， 不 要 与 “ 列 向 最” 
混 请 ,后 者 在 这 里 并 不 起 作用 。 
1138» 


一 g， 于 是 根据 (3. 距 ) 式 ,就 有 
Gat- Adt) = galt) ga( dt) 
>dg9ntby /dt galt}) A (3.53) 
gat) —exp(ltA) (3.54) 
=1+#4 + 可 1 {3.55) 
(8.55) 式 是 矩阵 指数 映射 蜀 定 义 ， 它 与 (3.54) 式 一 起 具体 地 给 
则 形式 表达 式 〈3.51)， 六 此 GPa RD 的 单 参 数 子 群 是 任意 
nx% 类 阵 的 指数 映射 。 物理 学 家 通常 称 矩 阵 和 4 为 子 群 ga 如 
的 无 穷 小 生成 元 ， 我 们 在 习题 3.13 中 讨论 expttd) 的 性质。 


《ay 证 明 避 .555 式 注 叫好 .53? 式 . 
(Cb) 证 明 0(3,5 和 0 式 能 推出 
expt BHADBY = Biexptl\B. (3.,50Y 
to) 对 任意 实 短 阵 4 可 以 证 明 ( 委 用 卫 irseh 胡 Bicale, 1974) 能 找 
到 -个 实 年 阵 B， 使 得 互 43 为 下 刚 标 浴 型 ( 称 为 分 执 对 人 角 型 , 因为 非 人 
元 素 亿 于 沿 上 对 基线 的 方块 之 中] 


了 履 U 

0 FP -- 

B-iAPB= 【3 
0 v Pa 


区 里 矮 -个 Py 是- -个 方 阵 , 它 具有 下列 形式 之 一 ; 
《ji 7 是 1xl1 拭 阵 
hs 《3.59an 
或 Ci) 了 是 2x2 应 对 生 算 陈 


人 Sy 
( ) 《3.58b) 
一 8 人 
或 Giiy 也是 "xn 非 对 角 和 矩阵 “>>3) 
-119。 


fu 1 0 ,00 
x1 1 0 站 

0 0 py 4 0 (3 .80) 
0 0 0 . ps 1 
0 0 0 ”0 pm 


而 且 ， 数 和 Ry 和 wisy 者 是 和 4 的 本 征 植 .由 此 及 (3.55》 臣 让 天 
erp 1 糯 似 地 也 为 分 霹 对 角 型 ; 于 祖 应 的 分 控 如 下 ;: 
(Ci) Ca), (3.59) 


. costas hts, 
过 3 errs ) 3.59 
(3) Co tgs ee) (3.59b) 
] 。 二， 
二 世 可 ET 
0 1 本 生 
Ciy ot ; | 2! . (3.590) 
到 re 
0 0 0 1 


由 fa; 得 出 : 袜 情 况 (2 和 (让 中 ,使 和 4 变 成 标准 型 的 甜 阵 台 , 也 使 expC4) 
变 成 标准 型 ; 而 在 情况 让) 中 ,构成 杨 准 型 的 变换 是 + 的 烽 数 ， 


注意 , 并非 GLCn, BR) 中 的 每 一 个 元 素 都 是 一 个 章 参 数 子 群 
的 元 素 ,一 个 原因 是 ,这 种 子 群 是 GZCn。，R) 中 的 一 根 连续 曲线 ， 
所 以 在 这 曲线 上 行列 式 必须 是 连续 变化 的 。 因 为 在 版 ， 行 列 
式 为 而 不 是 零 ， 记 以 不 存在 连续 曲线 把 。 与 一 个 行列 式 为 负 
值 的 矩阵 相连 。( 读 者 容易 看 出 , (3.59) 式 所 表示 的 矩阵 都 具有 
正 行列 式 值 ，) 这 是 不 连通 群 的 例子 ,而 且说 明 李 狼 基 具有 的 有 
却 的 整体 性 质 . 单单 研究 李 群 的 单 参数 子 群 ,或 者 甚至 它 的 村 代 
数 , 通常 不 足以 把 所 李 群 的 所 有 情况 、 能 通过 一 根 连 续 路 径 与 
e 相连 的 那些 元 素 ( 不 必 是 一 个 单 参数 子 群 )， 称 为 该 群 的 单位 
元 分 支 . 
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习 题 3. 招 
证 明和 矩阵 
一 ") 
(0 -， 
是 GL(3, RR) 的 单位 元 分 支 中 的 元 索 ， 但 用 不 存 仔 意 一 个 单 参数 子 群 中 


(昭示 构造 一 条 连接 它 与 ~{ 9 过半 路径 


0 1 


GL(n, RB) 的 李 代 数 是 什么 ? 给 定 e 点 的 一 个 切 向 量 4, 及 
它 的 单 参数 子 群 gx. 四， 用 GI(n, R) 的 任意 矩阵 了 来 得 到 此 
曲线 的 左 平移 fys,( 让 ， 这 样 就 产生 对 应 于 A 的 一 个 左 不 变 问 
天 场 的 线 汇 中 的 一 根 曲 线 , 如 图 3.41 所 示 , 这 就 是 如 何 用 4。 来 
产生 它 的 去 不 变 场 的 ， 我 们 用 
气 简 记 这 个 场 .、 如果 了 事实 上 
是 在 由 了 了, 中 任意 矩阵 如 产生 
的 通过 :的 gs. 上 ， 那 么 这 
两 个 向量 场 交 李 括号 在 6 点 的 
值 ,根据 (2.12) 式 正 是 


.1 
lim 西 [ga Ct gs (Ct) 


— gw, ty yat)], 图 383,11 了 了 结 出 的 9 的 去 事物 。 
利用 《3.55) 式 容 易 求 得 它 为 
[4 ， B] |e= A,B。— BeA,. (3.60) 


也 央 GL, BR) 中 任意 两 个 左 不 变 向 量 场 的 李 括号 在 。 点 的 值 ， 
正 寻 是 产生 这 两 个 场 的 两 个 矩阵 的 通常 矩阵 换 位 子 ， 由 这 个 换 
位 子 生成 的 左 不 变 向 量 场 是 李 代 数 CGLGr，R)) 中 的 元 素 , 它 
是 原 米 场 的 括号 ， 


* +1 ， 


(iii) 我 们 已 经 看 到 转动 群 是 李 群 (3.3 闻 (Yi))， 以 后 将 
对 它 人 怪 细 地 研究 , 但 在 这 里 把 它 作 为 Lm R) 的 一 个 子 群 来 
考察 ， 在 2.29 节 中 , 我 们 看 到 满足 4"+=.A7 的 矩阵 4 是 欧 几 
里 得 对 称 性 群 0(%) 的 元 素 ，( 符 号 On) 表示 nn 维 丘 交 和 群 ，) 因 
为 任意 和 什 阵 的 行列 式 符合 下 列 法 则 (1.6 节 ): 
detf A =1/dett AT1), dett{ A) =dett AT), (3.61) 
所 以 OC 中 的 算 阵 的 行列 式 为 土 1 行列 式 为 一 1 的 那些 元 
素 构成 一 个 称 为 BO(m) 的 子 群 (特殊 正 交 群 ), 而 我 们 将 要 说 明 
它 就 是 转动 群 ， (OCn) 中 那些 行列 式 为 -的 矩阵 并 不 构 或 一 
个 子 群 , 因为 单位 元 不 在 其 中 ， 象 GE(u BRB) 一 样 ，O(m) 也 是 
不 漆 通 的 ，) 


习 题 83.14 


ktay 看 二 在 Ce 中 , 证 明 它 的 本 引导 与 477 的 本 征 值 一 样 . 《应 用 
对 于 任意 BB, aet B==det BT 这 一 事实 ，) 对 于 本 征 值 并 不 熟悉 的 读者 应 温 
癌 一 下 1.6 节 中 的 定义 . 

Cb》 对 于 任意 韭 衣 异 短 阵 如, 证 明 4 的 订 征 值 是 直 ! 林 征 导 的 创 
数 .， (应 用 det‘ 丰 一 det 4 et 如 这 一 事实 ，} 对 On) 中 4 的 本 征 值 
a 斌 论 证 有 下列 两 种 类 型 : 或 为 人 为 一 二 二 或 为 《这 Ar 一 
《对 填 j 革 间 ， 证 明 情 况 人 2) 意 际 着 本 征 值 成 对 出 现 (e?，e- 六 ), 这 里 如 是 实 
数 ， 

《cy 还 能 证 明 ， QCRY 中 的 矩阵 半 的 标准 型 可 以 通过 三 换 吾 -4 来 
这 镜 , 这 里 如 是 全 Q040) 中 的 一 个 矩阵 ， 应 用 这 一 点 娄 导 出 证 列 结 论 , 0C2) 
中 的 矩阵 有 由 下 殉 分 志 构 成 的 四 稚 型 

《iT C1, (3.69a ) 

该 CiiY Cl, (3.62p) 

, casd sing 

或 Gi ( Siig was 中 

Ad 证 明 Oo 的 这 找 数 由 所 有 的 反对 称 和 矩阵 构成 ， 由 此 证 明 OC 
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(3.620) 


的 绑 数 为 可 mn(2 一切 。 


现在 ,GZ(a，RB) 中 的 一 个 矩阵 4 可 以 看 成 是 Be 上 的 一 个 
1 
可 过 | 1 到 张 量 它 把 Br" 的 一 个 列 向 量 了 ,通过 什 阵 乘法 喘 


为 47P， 当 基 {651 -… 6o} 变 为 {B13 …， B12, 时 ,变换 
B44B 只 不 过 是 该 张 量 的 分 量 的 变换 (2.26 节 )、 因 此 我 
们 可 采用 下 列 观点 ，SOCn) 的 任意 矩阵 等 价 于 独立 的 二 维 平面 
中 的 一 系列 转动 ,因为 标准 型 (3.620) 式 显然 是 这 样 的 ,而 标准 
型 (3.62b) 式 必 须 出 现 偶数 次 (为 了 使 行列 式 为 正 值 )， 而 把 
这 些 方 向 配 成 对 , 便 能 给 出 9 一 x 时 的 (3.62c) 式 ， 因 此 8O{n) 
确实 是 转动 群 .、 (注意, 若 m 是 奇数 , SOCm) 中 每 一 个 斥 阵 都 至 
少 回 定 一 个 方向 ，) Da》 中 的 另 一 坚 抵 阵 可 以 解释 为 反 演 ， 这 
是 一 种 改变 % 个 线性 无 关 疝 量 的 任意 集 含 的 “ 手 征 必 ”的 变换 . 
下 而 的 习题 就 是 讨论 这 一 点 的 . 〔 基 的 “和 手 征 性 ”将 在 第 四 章 中 
洋 细 讨论 ，) 


习 题 3.15 


证 明 ， 在 OCw) 中 但 不 在 SOC%) 中 的 元 素 的 标准 型 ， 是 矩阵 diag 
C1 在 它 的 对 角 线 上 只 有 一 个 一 了 与 SOC) 中 一 
个 矩阵 的 标准 型 的 乘积 ， 宙 此 证 明 它 是 -一 个 反 演 .， 


可 题 8.16 


证 明 Soker 由 的 任意 矩阵 孝 罕 一 个 单 参数 子 妊 之 由。 证 明 SOC3D 中 
的 任意 矩阵 等 价 于 绕 某 一 四 的 有 有 限 角 吃 的 转动 ， 


在 结束 对 转动 群 的 讨论 之 前 , 我 们 要 和 研 究 它 的 李 代 数 ,至少 
要 研究 SO(3) 的 李 代 数 . 此 寺庙 量 空间 ZT 由 遍 有 的 妊 对 称 矩 
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阵 构成 , 它 的 维 数 是 3 参见 习题 3.14(9))， 个 列 宛 阵 ， 


六 0 0D 总 0 1 
-10 0 il EE=I0 0 0 
0 了 一 0 0 


0 
0 一 0 
a 0 ,| (3.68) 
0 心 0 
构成 它 的 -个 基 . 
习 里 8.17 
证 明 上 上 述 李 代数 丰 具 有 下 列 括号 : 
Lia, Ls] = La, [Za， Ls]=L1, [Ta, 了 可 一 大， (3.64) 


不 久 我 们 将 回 到 习题 3.17 这 个 代数 上 来 

Giv》 物理 学 中 另 一 个 有 兴趣 的 矩阵 群 是 n 维 竺 殊 西 群 , 记 
作 .SU (mn)， 它 是 行列 式 不 为 零 的 所 有 复 Xn 短 阵 群 ( 称 为 m 维 
复 空间 中 的 一 般 线 性 群 , 记 作 G 工 (x, 0)) 的 一 个 子 群 ， 因 为 每 
一 个 矩阵 元 可 以 是 复 值 的 , 而 每-- 个 复数 由 两 个 实数 确定 , 所 以 
GZ 人 Go， 0) 是 3202 ( 实 ) 维 的 ， 西 群 UCn) 是 它 的 子 群 , T 中 每 一 
个 元 都 满足 5 一 可 这 里 “we" 表示 复 共 叔 转 置 ( 厄 密 其 钴 )， 
类 似 于 0Ln), 它 的 李 代 数 由 xn 反 厄 密 知 阵 的 全 体 所 构成 
(车 太一 4, 则 第 阵 4 基 反 下 秘 的 ，) 它 的 维 数 为 实 刀 颖 , 因 
为 这 样 的 一 个 矩阵 可 有 于 m(n 一 了 个 任意 的 非 对 角 复元 素 (由 
n(n 一 1) 个 实 教 给 出 ) 及 个 任意 的 纯 有 对 角 元 (由 个 实数 给 
出 ,所 以 一 共有 了 亚 个 )，DGa) 的 子 群 SD (区 是 可 (nm) 中 所 有 行 
刻 式 为 工 的 短 阵 的 集合 因为 口 (x) 中 任意 元 的 行列 式 都 是 实 
数 ， 这 就 许 施 了 了 一 全 条 件 ， 因 此 80 《wn) 的 维 数 是 中 一 1， 它 的 


和 冯 人 


李 代 数 是 所 有 零 迹 的 反 亚 密 矩 阵 的 集合 ， (4 的 迹 指 的 是 和 ol， 
参见 1.6 节 ，) 


习 题 3. 井 


证 明 50 (9) 的 李 伐 数 是 由 所 有 反 厄 密 零 迹 矩 阵 构成 的 李 代 数 ， 可 应 
用 下 列 事实 : 有 (的 任意 元 素 具 有 标 崔 型 liag ee af) 这 里 
数 地 ， 了 一 外 ， "ry 2} 都 是 实数 ， 


避 题 83. 地 
Ga 评 明 下 这 给 阵 是 SC3 的 ?的 -个 基 : 


tn i df0 一 1ri 0 _ 
7 )) 7 oo i 0) 


证 明 这 是 一 个 三 维 实 向 量 空 间 ， 皮 管 这 些 窍 阵 可 能 有 妇 数 抑 素 ， 但 是 在 
沪 D 2) 的 | 可 量 空 间 TT 之 中 的 只 是 它们 的 实 系 数 线性 组 合 . 
“bl 证 明 这 一 地 和 代数 具有 下 询 括 号 : 
E21 3] = [Js, Ta = Ls, J11—s, .66 
它们 在 形式 上 等 同 于 人 3.643 式 , 而 且 我 们 将 在 下 一 节 中 看 到 , 这 总 昧 着 在 
SUC2) 和 号 5f3) 之 间 有 …- 个 密切 的 关系 ， 


* 习 题 3.20 


(a) 设 红 (4 一 全 表示 任意 矩阵 的 迹 ， 证 明 tCB-TAB) 一 tr(4), 
《py 利用 (an 以 及 人 DD 矩阵 的 行列 式 满足 法 则 
dettAA BY =det (Adett BY), 
CD (3.56) 式 的 结果 ，6Giiiy 标准 型 (8. 丰 ~3.59) 式 , 斌 证 明 对 任意 年 喧 
二， 有 
dettexptAN yy =expitrid)y. (3.67Y 
{ey 试 利用 上 式 给 出 习题 3.18 的 一 个 较 简 单 的 证 明 . 


“3.16 李 代数 和 它 的 群 
每 一 个 李 群 日 都 有 它 的 李 代数 (E)， 因为 从 的 每 一 个 元 


s 1n5. 


吉 9 是 9 生成 的 左 平移 下 e 的 象 ,而且 因为 TT; 中 前 每 一 个 疝 景 
对 应 于 该 李 代 数 中 的 一 个 叭 一 的 向 量 场 ， 所 以 由 此 推 得 ， 人 如 的 
每 一 点 9 都 在 每 一 个 左 不 变 线 汇 中 的 一 根 曲 线 上 。 然而 , 是否 
能 完全 从 节 的 李 代 数 出 发 来 每 成 群 台 呢 ? 回 答 是 过 部 分 是 正确 
的 ， 但 是 为 了 表述 它 , 我 们 首先 必须 对 李 找 数 给 出 一 个 更 好 的 
定义 , 以 代替 目前 所 用 的 那个 定义 . 

李 代 数 是 一 个 实 向 量 空间 玉 ， 在 其 中 定义 了 一 个 双 线 性 乘 
法 法 则 , 记 作 [L ], 它 对 任意 两 个 向 量 下 和 豆 给 出 另 一 个 向 量 
[A4，B], 并 满足 


(i) [A, B= [B, A4], (3.68) 
tii) [4, LB, Oj +[B, (dO, 41 + 0, [4, BI] =0. 
《3.69) 


这 一 定义 与 2.14 节 中 给 盟 的 定义 之 闻 的 关键 性 差别 在 于 , 这 里 
的 李 括 号 是 形式 地 加 以 定义 的 , 即 用 性 质 G) 和 (ii) 来 定义 的 . 因 
此 , 任意 用 这 种 方式 结合 向 量 的 法 则 都 是 可 以 的 ， 向 量 场 的 换 
葵 子 给 出 了 这 种 法 则 的 一 个 例子 ， 这 是 一 直 用 到 现在 的 仅 右 的 
一 个 .但 是 带 有 通常 久 积 的 向 其 襟 间 如 显然 是 另 一 个 例子 : 
[a, 8] =&x$, (3.70) 

* 习 题 引 .2 

(4) 证明 (3.7 的 式 满 是 和 收 司 蕴 入 等 式 二 .697. 

(by 证 丙 基 a1= (1, 人 全 ， ee 一 人， 1, 0), eq — CN 0, 才 具 有 括号 


Lex, @2] 一 站， [es P93]--E4 [ea 61]—#2, C3.71) 


夫 将 比 辣 果 与 侣 .6 失 式 和 13.66) 式 比较 。 

我 们 现在 不 加 证 明 地 叙述 一 个 对 于 物理 学 来 说 是 报 为 重要 
的 定理 ， 每 一 个 李 代数 彰 后 都 有 一 个 群 , 精确 地 说 , 每 一 个 李 代 
数 是 一 个 且 仅 是 一 个 单 连通 李 群 的 李 代 数 . (如果 流 形 上 每 -- 


se 立行 


根 闭 曲 线 都 可 以 光滑 地 收缩 成 一 点 , 则 称 该 流 形 是 单 连 通 的 , 关 
于 本 定理 的 讨论 及 部 分 证 明 , 可 参见 Bpivak (1970) 和 Warner 
{1971)，) 再 者 , 有 霹 一 李 民 
数 药 任意 其 他 不 是 单 连 通 的 
李 群 都 可 以 用 上 述 单 连通 李 3 }» 
群 覆盖 (如 果 从 连通 流 形 
ML 到 另 一 个 流 形 叉 上 有 一 
个 映射 rm, 便 得 友 的 任意 点 DE 
的 某 -- 邻 域 天 的 道 象 是 形 一 4 有 一 2 站 2x 4 本 
相交 的 并 集 ， 则 称 半 和 覆盖 。。 we 映 为 下 上 的 点 ,该 点 在 平面 瑟 上 多 
六 .在 图 3.12 中 给 出 了 一 推 标 为 zt 训 一 [eoawain 澡 . 保 合 TT11F) 
个 例子 . 于 村 盖 忠 射 必定 是 五 上 上 所 示 的 乓 有 开 所 个 的 并 集 。 
是 这 两 个 群 之 间 的 一 个 同 态 .( 园 态 的 定义 请 参见 1.4 节 ，) 

群 人 OC3) 和 SUC2) 是 说 明 这 一 定理 的 很 好 的 例子 ， 首 先 ， 
我 们 将 证 明 SU (2 是 单 连 通 的 ， 为 此 考虑 具有 下 列 形式 的 促 阵 


wt 吾 
本 中 (8.72) 


这 里 & 和 是 任意 复数 , 符 续 “表示 复 共 名。 


* 习 题 站. 好 


加 网 - 和 
Ca》 江东 下 行列 式 不 为 零 的 元 素 和 成 的 子 华 ， 即 召 -长 。, 首 


0 fr 
让 宕 阵 荣 法 下 成 群 , 因此 是 GZ, 人 的 一 个 李子 群 . 
Wh) 证 明 五 是 一 个 衬 向 攻 空 刹 ( 采 用 第 阵 加 水 ) 维 数 为 由 它 的 基 由 


1 和 意 
习题 站 ,Ib 的 训 和 三 以 及 短 隆 (0 1 ji 区 


二 127 nm 


《cy 设 革 是 吾 中 的 任意 盾 阵 ; 
本 一 2 十 3as75 十 2aa73 十 au 了， 
其 中 {ay} 是 实数 ， 证 明 4 是 SD C3) 中 的 元 素 , 当 且 仅 当 
二 ?=1, C3.7 人 9 
td} 由 还 证 明 群 SU (32) 到 生 维 球 皇上 有 一 个 二 了 映射。 呈 是 一 个 
单 连通 流 形 . 《我们 说 53 和 5803) 是 微分 同 豚 的 ，) 


下 一 步 , 我 们 就 来 找 多 重 守 盖 映 射 sw: SU (2 一 90(03)， 遂 
过 兴 代 数 元 的 指数 上 映射, 我 们 容易 构造 它 。 在 SD0(2) 中 , 元 素 
的 指数 映射 为 


1 9 0 i 7-T 0 
a CA 
Triarn0 一 工 
a 和 0 六 
cosgftr2) isinftr2) 
本 ( sin(t/2) coa(t/2) ) 
O03) 的 元 素 二 的 指数 映射 为 


‘1 0 0 0 0 0 
wom 1 0i+s|0 0 一 工 
0 9 1 0 1 0 
| 
于 
:| 


1 0 
= |0 css —sinsl, (3.75) 


0 gins coss 


(3.74) 


+ 


如 采 我 们 简单 地 构成 昌 代 数 提示 的 下 列 自然 对 襄 ; 


Go8 于 isin 二 从 
wD—>HO0 3), mr: ] 
i sin 证 tf eas zt 
1 0 U 
DIO eost 一 Smt | (3.70) 
D0 Sn COS 上 


那么 , 这 一 映射 显然 是 这 两 个 单 参 数 子 群 之 问 的 一 个 同 态 。 而 
且 SD (2) 的 + 和 ++2x 这 两 个 元 素 在 SO(8) 中 显然 有 相同 的 
但 .而 且 对 于 任意 整数 7% t+ da 和 是 SU(2) 中 的 同一 点 
这 样 我 们 就 证 明了 exp(t7) 是 exp(sT) 的 双重 覆盖 。 我 们 可 
以 把 这 种 情况 推广 到 整个 群 上 去 ; 映射 

tiexp (hddt tad a tada roxpttib iio ls ttala) (3.77) 
其 SD (到 80(3) 上 的 双重 福 盖 ， 

因为 我 们 知道 SU (2) 具有 三 维 球 的 整体 挡 扑 ， 所 以 这 一 双 
重逢 盖 就 使 我 们 能 得 出 8013) 的 拓扑 SUX32) 的 单 参 数 子 群 
expt 刀 ) 起 始 于 i 一 0 的 e, 在 t=4mx 时 叉 回 到 e， 在 图 3.13 中 ， 
我 们 画 了 一 个 东单 的 大 回来 妻 示 这 一 情 交 (但 请 记 住 ,我 们 还 
来 在 SU (2 上 定义 度 规 因此 只 有 整体 拓扑 才 直 相关 的 , 而 与 
实际 的 距离 无 关 ，) 用 t+ 和 十 2% 标记 的 点 是 直径 上 的 两 个 对 
径 点 ， 为 了 使 访 们 成 为 SOC3) 中 的 同一 点 , 我们 单单 把 S80 (3) 
与 Sa 的 上 半球 等 同 ， 并 且 把 穿 过 卉 道 的 直径 的 两 个 端点 (例如 
t=z 和 + 一 387) 间 化 就 可 以 了 ， 车 的 这 一 半 加 上 这 种 同化 后 就 
不 再 单 连通 了 ,和 象 宪 那样 的 曲线 能 光 潍 地 收缩 成 一 点 , 但 是 表 
示 子 群 expttz) 的 曲线 却 不 行 , 因为 杰 道 直径 的 两 端点 不 能 陛 
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为 一 点 ， 它 们 总 是 也 着 直径 远 遥 相对。 这 种 结 构 法 志 使 得 下 剂 

事实 清楚 了 :SO(3) 和 SU(2) 在 6 的 某 一 邻 域 中 是 全 夯 的 .天 

此 , 它们 的 李 代 数 是 一 样 的 ， 对 于 任意 两 个 具有 同样 李 代 数 的 
李 群 来 说 ,都 会 产生 这 种 情况 . 

那么 (3.70) 式 的 李 代 数 对 应 于 什么 

群 ? 这 完全 看 你 如 何 来 解释 了 作为 一 


个 摘 象 代数 , 它 对 应 两 个 群 ， 作 为 如 中 
向量 的 一 个 关系 ， 最 通常 就 尽 把 它 与 
SO(3) 相 联 系 , 这 只 要 把 了 了 群 expt01) 


-e 《 绕 w 轴 转动 角度 分 对 应 于 B? 中 的 “ 曲 

而 a 80 Ws 线 "exp(661)《 沿 名 轴 长 度 为 8 的 一 个 向 
子 群 orp (ny)， 鲜 50(3) ” 量 )。 物 理学 家 是 熟 瑟 转动 与 向 量 之 闻 
是 上 半 妹 ， 并 且 直 人 径 两 端的 ”的 这 种 联系 的 ， 更 熟悉 的 是 这 种 联系 的 
点 是 征 比 问 化 的 ， 时 间 微 分 表述 ， 把 转动 的 变化 率 与 角 肖 
度 身 量 联系 起来， 这 种 方便 的 同化 是 在 3 维 时 侦 然 产生 的 ， 群 
SO 人 Gd 是 6 维 的 , 而 它 作 用 的 向 景 空间 只 有 4 维 , 因此 就 没 
有 这 类 同化 了 ， 但 是 回 到 至 * 来 , 我 人 用 相同 的 方式 同样 能 很 好 
地 把 Br 与 BU (3) 同化 ,在 3.18 池 中 ,我 们 将 看 到 , 这 种 同化 使 
我 们 能 把 粒子 的 自 旋 与 环 中 的 向 量 站 关联 , 尽管 对 于 瑟 中 的 
任意 点 P， 咎 旋 其 至 并 不 是 Tp 中 的 元 素 . 

在 结束 对 李 代 数 的 讨论 之 前 ,我 们 必须 提 一 下 ; 我 们 现在 厅 
以 证 明 阿 岁 尔 李 代 数 蚌 阿 员 尔 群 的 李 代数 ，7 维 阿 只 尔 代数 很 
简单 , 就 是 一 个 向 量 空间 ,而 它 是 3.15 节 引 讨论 过 的 李 群 Be 的 
代数 ， 因 为 BB 是 单 连通 的 , 所 以 任何 其 他 有 这 一 代数 的 李 舒 必 
定 被 Br* 覆盖 ， 且 在 原点 e 的 一 个 邻 域 中 与 它 一 致 、 困 为 下 旦 
阿 贝 尔 的 他 二 再 = 丙 十 已), 因此 有 阿 贝 尔 李 代数 的 任意 其 他 地 
群 都 是 阿 贝尔 的 ， 
10" 


3.17 实现 和 表示 
道 党 最 好 把 任意 群 作为 抽象 群 来 妹 理 ， 即 完全 由 群 运 算 扬 
定义 的 群 ,对 于 李 群 来 说 则 再 加 上 流 形 销 构 . 因 虐 , SO(3) 作 为 所 
象 群 ,单单 就 是 某 一 个 三 维 流 形 , 加 上 一 个 对 任意 两 点 9 和 廊 给 
出 乘积 点 够 的 法 则 , 这 一 法 则 满足 通常 的 群 公 理 ， 对 于 物理 学 
家 来 说 , 这 个 抽象 结构 并 不 是 群 论 中 最 为 重要 的 那 一 部 分 ， 更 
为 重要 的 是 , 群 作用 二 对象 以 及 群 是 如 何 作用 于 它 的 . 30 (3) 
青 一 次 显得 重 桔 ， 是 因为 我 们 挑 它 的 一 个 元 素 与 我 们 三 维 空间 
中 的 一 个 转动 相 联 系 。 这 种 联系 称 为 实现 ，。 群 从 的 实现 指 的 
是 人 入 的 任意 元 素 与 某 一 空间 型 中 前 变换 定之 间 的 一 个 联 
系 ( 映 射 ), 并 且 使 群 性 质保 持 不 变 ，( 站 TT, 一 了 ( 恒 等 变换 ,不 改 
变 总 )， CD Tg = [Tg (iD Dig oP -Pgh 
时 该 联系 是 1-1 的 , 则 称 实现 是 忠实 的 , 即 若 g 关 妨 ， 则 TP(9) 关 
Y 2。 如 果 型 是 一 个 向 量 空 间 , 淹 每 一 个 了 tg) 是 一 个 线性 变 
所 (此 向 量 空 间 上 的 一 个 ( 1 } 型 张 )， 则 称 这 种 实现 为 一 个 才 
示 ， 举 几 候 人 鲍 , 可 能 有 助 于 并 清 这 些 概 念 . 
《iD 考虑 转动 对 单位 球面 意 的 作用 , 这 里 部 由 居中 的 方 
程 避 十 沪 十 信 =1 确定 。 假定 我 们 绕 %* 轴 转 动 刀 这 就 有 把 球 
面 上 奉 标 为 (2, gy, 2 的 任意 点 上 爱 为 举 标 为 他 os) 的 点 的 映 
如 : 
TO, 
y=yco0— 2%sind, (8.78) 
和 一休 有 EN 十 ge08 
此 点 仍 在 球面 上 ,因为 (2 站 ?十 CD)? 十 (2x)? 一 4， 用 (8.63) 式 的 
符 导 ,这 一 变换 就 与 SO(3) 的 群 元 expt85) 相对 应 ， 而 群 中 的 
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任意 元 迪 ， 则 对 应 于 部 到 其 自身 中 的 一 个 变换 因为 S9 屁 一 
个 流 形 ,而 不 是 一 个 向 莉 空 间 , 这 就 是 SO (8) 前 一 个 实现 ， 另 一 
方面 , 同一 变换 (3 .78) 式 可 以 看 成 是 BB 到 其 自身 中 的 一 种 时 
射 , 而 不 光 是 如 到 其 自身 中 前 一 个 上 映射。 因为 形 是 一 个 向 是 
空间 , 所 以 这 就 是 SOB) 的 一 个 矩阵 表示 ,这些 矩阵 把 Rs 中 的 
向 量变 撞 成 其 他 向 量 。 这 些 朱 阵 只 未 过 是 我 们 最 初 用 来 定 尺 群 
OC3) 的 那些 怎 阵 这 一 情况 表明 了 一 个 微妙 但 有 用 的 看 法 , 
这 是 一 种 有 典型 意义 的 做 法 ， 对 二 一 个 群 , 首先 用 它 的 一 个 (中 
实 ) 实 更 或 表示 去 定义 它 ,因为 这 使 我 们 能 具体 地 去 研究 它 的 所 
有 有 性质， 然而 , 此 后 把 该 群 看 成 一 个 抽 稼 群 是 更 有 用 的 ,因为 可 
能 有 一 些 其 他 的 下 用 的 表示 或 实现 ， 这 些 情况 我 们 最 初 是 不 知 
道 的 . 在 下 一 节 中 , 我 们 将 用 转动 群 来 分 别 说 明 这 两 个 方面 . 

tii) 每 一 个 群 都 至 少 有 两 个 忠实 实现 ， 该 群 本 身 的 左 平 
移 和 可 平移 ， 任意 群 元 9 定义 了 人 的 一 个 将 任意 台 股 为 gh 的 
变换 ( 称 为 石 实现 或 主 实现 ), 以 及 另 一 个 将 记 贞 为 hg"! 的 变换 
《 称 为 逆行 实现 )， 

(D1 我 们 已 经 研究 过 的 什 阵 群 一 -GLCn, BR), O(n)， 
SO GL 0), DVR), SU(N) 一 一 者 十 通过 它们 在 % 维 
实 或 复 向 量 空间 中 的 #xn 和 矩阵 变换 这 些 忠 实 表 示 来 加 以 研究 
的 但是 每 一 个 李 群 伴 都 有 它 作用 在 其 自身 的 李 代 数 上 的 线 
性 变 获 所 和 构成 的 另 一 种 表示 .， 这 就 是 所 谓 的 伴随 表示 , 它 的 定 
义 如 下 :首先 考察 好 到 其 自身 中 的 映射 了 对 >8R 这 基 好 
《这 不 一 定 是 忠实 的 ,车 好 是 阿 贝尔 的 , 风 I 是 恒 等 映 射 ， 它 对 
所 有 8 都 有 Bsh，) 这 种 实现 称 为 全 的 内 自 局 构 . 注意 ， 每 一 
个 二 将 单位 元 6 映 为 e 自身 , 因此 通过 e 的 每 一 概 曲 线 仍 映 为 
”十 此 例 可 作为 补充 教 拷 . 
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通 寺 。 的 一 根 { 可 能 不 同 的 ) 曲 强 ， 如 图 8.14 雇 未 、， 记 以 工 诱 
妆 了 一 个 贞 射 , 它 把 ,中 . 
的 任意 切 向 量 映 汶 色 ,中 
的 男 一 切 向 景 ， 把 这 一 肌 
射 称 为 出 9 请 导 的 te 的 
伴随 变换 ,并 记 作 4a 现 
在 ,车 图 3.14 中 所 示 的 实 
曲线 是 一 个 单 参 数 子 群 ， 
便 如 说 exp(t 辫 )〔 这 里 到 
属于 了 2)， 那么 因为 ”图 3.14 通过 e 的 电线 东 映 射 内 >ghgrt 
gh) g! . 下 的 变化 ,这 在 图 中 分 两 步 结 遇 :先是 经 
i 过 映射 加 xgh， 然后 自 经 过 映射 gh > 
一 97 ghyg™), g -+ 单位 元 “ 联 为 其 本 身 , 但 系 近 它 的 
所 以 它 在 TI 下 欧 象 也 是 点 4 和 了 一般 是 要 改变 的 。 因此 e 点 的 
一 个 单 参数 子 群 . 由 此 可 . 一 个 切身 最 映 为 务 一 个 切 向 量 ， 
推 得 ,图 3.14 中 的 虚线 是 内 4d( 怠 ) 生成 前 单 参数 子 群 
I, [exp(# 斑 )] exp[tAg,( 主 }]. (3.79) 
现在 ,车 9 本 身 是 单 参数 子 群 gis) 一 etpls 了 ) 中 的 一 个 元 素 , 那 
么 应 有 一 个 自然 的 用 了 来 表示 Ads( 讲 ) 的 表达 式 ， 下 面前 习 
题 就 是 处 理 这 个 问题 . 


* 习 题 3.23 
证 明 
AdiwlQ)=explsgr)R 《3.80) 
3.18 球 对 称 性 , 球 谐 沙 数 和 转动 群 的 表示 
我 们 已 经 讨论 了 开 林 向 量 及 其 与 及 几 里 得 空间 的 对 称 性 的 
闫 系 . 现在 对 球 对 称 的 例子 集 中 地 讨论 一 下 ， 这 样 我 们 就 能 使 
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许多 概念 更 明确 ， 对 于 具有 度 规 张 景 g| 的 流 形 收 , 如 果 它 的 
开 林 向 量 场 的 李 代 数 有 一 个 子 代 数 ( 即 一 个 子 空间 , 它 的 括号 她 
在 此 子 空间 中 ), 而 这 个 子 代数 就 是 SO(3) 的 事 代数; 则 于 称 为 
球 对 称 的 ， 我 们 必须 说 是 一 个 子 代数 , 因为 g| 可 能 腥 多 的 对 
称 性 , 但 在 这 里 我 们 将 只 考虑 与 它 的 妹 性 质 有 关 的 那些 对 称 性 ， 
读者 应 议 注 意 到 |， M “关于 划一 点 "是 球形 的 ,这 种 说 法 可 能 是 
错 前 ， 因 为 效 些 球 的 “中 心 尖 可 能 不 在 站 中 
(参见 图 3.15)， 我 们 的 定 艾 是 具 罕 的: 李子 
代数 涉及 到 用 的 向 量 声 本身， 在 3.9 节 中 ， 
我 们 已 尹 到 疝 量 场 和 1y, 1} 的 李 代 数 是 什 
么 ((3.30) 式 )，、 通 过 定义 天 = 一， 瑚 ~ 
a 一 和 一 一 ,我们 看 到 向 量 场 康 的 李 
对 称 的 ， 但 是 它 的 对 “代数 与 VO (3) 的 李 代 数 (3.64) 式 是 一 致 的 ， 
称 较 的 中 心 并 不 去 该 这 表 表 现在 对 球 对称 的 定义 意 昧 着 用 有 一 
济 形 上 ，， 个 具有 球 儿 信 的 荔 曾 的 时 状 结构 . 《 叶 状 结 
构 定 义 于 3.7 节 之 中 ) 

”假定 白 们 击 在 某 中 讨论 定义 在 二 维 于 名 上 的 函数 并 
上 的 任 避 函数 在 它 的 任意 对 蒜 球 画 上 定义 了 这 样 的 一 个 函数 ， 
我 们 定义 谓 数 空间 [0S3) 为 由 8B: 上 的 所 有 复 值 平方 可 积 函 数 
构成 的 送 尔 伯 竺 空间 ,存在 范 数 
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这 里 的 积分 遍及 球面 上 通常 前 面积 元 ，( 我 们 对 这 个 空间 的 定 
义 有 一 点 草率 , 但 对 十 我 们 这 里 的 目 的 来 说 已 是 嘻 够 了 。) 空 间 . 
LF C82) 是 一 个 无 限 维 的 向 景 空间 ， 它 的 元 素 是 函数 ， 丁 数 的 线 
性 组 合十 用 常数 来 构成 的 , 有 限 个 函数 不 能 构 研一 个 医 ， 把 
SO(3) 的 元 素 9 作为 吕 到 其 自身 中 的 一 个 觅 射 Cy) 来 实现 ， 


+ 


那 球 面 上 和 芍 任 音 函 数 了 lz 就 被 里 为 另 一 个 函数 ,这 简单 弛 内 爱 
用 这 一 暴 射 带 若 这 一 函数 移动 就 可 以 了 ， 所 以 也 可 认为 中 ( 乓 
是 SO 届 ) 在 向 量 空间 工 S3) 中 的 一 个 表示 ， 辕 为 .了 (93) 是 泊 
限 维 的 , 认 以 这 是 一 个 无 限 维 的 表示 ， 于 是 产生 了 间 题 ;是否 有 
Z2(5”) 的 一 些 有 限 维 子 空间 , 它们 能 给 出 S003) 的 表示 ,这 种 于 
空间 必须 在 SO(t3) 下 不 变 。 这 指 的 是 , 对 于 SO 二 中 的 任意 元 
2 及 该 子 空间 中 揭 寿 意 六 R(9) [用 必 害 仍 在 此 子 闻 中 ， 假定 
存 首 这 样 的 一 个 子 空间 , {2 一 1，…， 广 } 是 它 的 -… 个 基 , 那 它 
着 不 变 的 , 当 且 仅 当 对 任意 数 {0}， 存在 着 {2 全; 使 得 


BRC) [ev 一 六 《3 .82) 
因为 该 了 隐身 是 线性 的 所 以 有 关系 | 
b= ga,, {3.83) 


这 个 等 式 对 SO (3) 的 元 素 9 定义 了 一 个 矩阵 站， 此 矩阵 称 
为 了 在 此 子 空间 中 的 表示 。 对 和 于 SO(3) 在 任意 向 量 空间 六 的 
一 个 表示 , 邵 果 不 在 在 玉 的 一 个 有 限 维 子 空间 ， 它 在 SO(3) 下 
不 变 , 那么 这 一 表示 称 为 不 可 约 的 . 
在 LI2(S3) 中 构成 80 (3) 的 不 可 约 表示 在 许多 书 中 都 有 讨 
沦 {参见 Ger Fang, Minlos & Shapiro, 1963). 物理 学 家 都 知 
道 ， 不 可 约 子 空间 的 蕊 函数 是 球 谐 函 数 了 mw 我 们 不 打算 仔 组 
地 去 构 和 它们 ， 而 仅 简单 地 按照 日 前 讨论 的 思路 去 再 解 它 > 们 .其 
结果 如 下 ， 隋 (82) 的 每 一 个 不 可 约 子 空间 痢 由 一 个 整数 1>0 
焉 征 , 它 的 纵 数 为 匀 十 1,. 画 数 {zm, mm%= 一 1,，…, } 是 该 子 宰 
间 ( 记 作 TW 的 基 函 数 ， 和 而 且 对 于 一 切 忆 到 所 有 这 息 基 并 在 - 
起 , 便 是 TP(S5) 本 身 的 一 个 基 , 这 党 味 苦味 谐 浮 数 是 完备 的 ,对 
为 器 到 其 自身 上 的 任意 上 映 新 尽 [ 的 ， 是 风量 fs, 加 7 的 一 个 
线性 组 售 的 指数 觅 射 , 所 以 上 在 SO(8) 下 不 变 的 充 要 条 件 是 : 
它 在 ij, 有 ,和 下 不 变 ，5=0 是 一 个 极 痊 通 的 便于 ,这 最 基 疼 
CE]. 
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数 了 oo 一 1, 其 李 导 数 为 ; 

of 了 了 oo -ytYo0) 一 一 总 (Fo 一 0， 
所 有 这些 当然 都 与 了 ow 线性 相关 . ?一 工 是 一 个 更 好 的 例子 ,此 
村 达 个 基 函 数 是 | 


要 | , 1g 对 2 
Yi _4 (Bw) sinde ， Fj 0 一 (二 ) COBO, 
8 Nv . 
Yi ~( sing ee， (8.84) 


(8) 党 玉 护 5 是 瑟 的 笛 卡 儿 从 标 , 则 在 由 YT 1 给 出 的 球 
面 癌 上 ,有 。 . 
ns ‘x —iy), (Dr 多 ni (Yrin, 


hy) 试 构成 所 有 的 导数 了 例如 
: LD mi LTD, . (3:80 
并 证 明 空间 在 5053) 下 不 变 ， . 


为 什么 要 给 请 选 一 个 这 么 特别 的 基 ? 这 主要 是 为 了 方便 . 
当 基 秃 有 关 算 于 的 本 征 函 数 移 成 时 是 方便 的 ， 即 对 于 茶 一 算 子 
4 和 常数 a 潢 足 
Af=af (3.87) 
的 画 数 。 选 球 谐 函 数 的 原因 是 在 于 它们 基 T, 和 I 一 (99,)? 汪 
C524]? 十 (99,)3( 其 定义 见习 题 3.7) 的 共同 本 征 函 数 、 下 面 的 
习题 表明 ， 这 是 我 们 能 期 望 得 到 的 最 好 结果 :， 因 为 我 们 找 不 到 
全， 了 天 中 任意 两 个 算 子 的 非 波 显 的 本 征 函 数 。 


习 题 38. 串 


假定 对 于 常数 和 忆 函数 了 具有 人 性质: 
外 EL 重 


- 7 《六 一 cf Bf) By, 
证 明 从 李 括 号 的 关系 式 (3.30) 能 得 到 
a=Bal(f) =0, 


顺便 提 一 下 , 基 范 数 的 完备 性 来 自 下 列 事 实 ; i 生 是 
可 换算 子 (参见 习题 3.7), 它们 都 是 (或 能 扩张 为 ) 玉 (5?) 上 的 
让 伴随 算 子 。 兴 画 分 析 中 的 谱 定 理 (参见 Riesz &Bz.-Nagy, 
1955) 保证 了 这 些 本 征 秀 数 的 完备 性 ， 

事实 上 上，80 (3) 的 表示 可 以 用 比 上 述 讨 论 要 抽象 得 多 的 方 
式 加 以 研究 ， 特 别 地 ， 为 了 发 展 出 大 部 分 的 数学 内 容 ,我 们 不 必 
说 出 向 量 空间 六 是 什么 ， 例 如 , 8O(3) 原 有 的 表示 (作为 变换 
Rs 中 向 量 的 从 阵 ) 是 不 可 约 欧 ,因为 除了 极 普通 的 {0} 外 ,BR? 的 
任意 子 空间 在 所 有 转动 下 都 不 是 不 变 的 ， 这 个 表示 原来 就 形式 
地 等 同 于 球 翰 函数 给 出 的 ?一 工 的 表示 , 它 的 维 数 也 是 3《 一 如 十 
蕊 ， 事实 上 ，(8.85) 式 就 是 型 的 一 个 从 (zy 2) 到 (了 -uv 
Fo 了 41) 的 举 标 变换 , 这 一 变 搞 涉及 到 复数 ， 但 是 只 要 对 它们 
进行 代数 运算 , 则 在 球 谐 函 数 基 中 得 到 的 (3.88) 式 的 盾 阵 二 ,就 
可 以 转变 为 在 通常 符 卡 儿 基 中 的 矩阵 表示 .。 可 以 证 朋 ， 这 些 矩 
阵 只 不 过 是 我 们 最 初 用 来 定义 S80(C3) 的 那些 佐 阵 . 


习 题 3.26 


设 j=1, 3, 3} 表示 国 数 ( 卫 -1 再 o 了 1 站 ， 且 设 如 全 表示 全 
外 5}。， 试 求 出 变换 和 矩 阵 A 一 B91 /9w: 及 其 道 录 阵 4， 用 习题 3.34Gb) 
中 的 方法 , 求 出 算 子 ls 作用 在 球 沸 育 数 基 上 的 年 阵 Xf 
le) ZY, 
把 取 : 变换 到 笛 卡 包 基 中 去 ， 
TS 
再 证 明 这 还 是 (83. 63) 式 中 的 一 


+ 7 


a 


注意 ,1-1 是 SO(3) 上 的 最 低 维 忠实 表示 《1~0 的 表示 不 
是 忠实 的 )， 这 个 表示 通常 称 为 80 (3) 的 基本 表示 ， 当 我 们 在 
4.82 节 中 研究 向 量 球 谐 函数 时 ,我 们 将 遇 到 SO(3) 不可 约 表示 
的 另 一 个 集合 ， 这 时 的 表示 室 间 不 是 球面 上 的 函数 空间 ,而 是 
球面 上 的 向 量 场 . 

最 后 , 我 们 要 提 一 下 SOC3) 表示 与 其 覆盖 群 8D (2) 的 表示 
之 间 的 关系 . 《没有 学 过 3.16 节 的 读者 可 以 跳 过 下 面 的 内 容 . ) 
因为 对 于 SU (2) 的 任意 一 个 元 案 ,有 SO(3) 中 的 唯一 元 素 与 之 
对 应 ,所 以 SO (3) 元 素 9 的 任意 表示 BCg) 自动 地 定义 了 SI (2) 
的 一 个 表示 8 对 于 SD () 中 的 任意 冯 变换 S(t 是 R(rGo))， 
如 果 汉 和 xy 对 应 于 5O GB) 的 同一 元 素 ， 则 对 于 这 个 表示 ， 有 
Su) 一 Stw)， 但 是 SD (2) 也 有 其 他 表示 , 例如 当 mlw) = 
rz Co 时 ,有 下 Guo) 关于 (xz)， 有 时 招 这 种 表示 称 为 SO (3) 的 双 什 
表示 ， 我 们 只 援引 结 保 ，SU (2) 的 不 可 约 表 示 由 指数 5>0 志 
征 , 它 或 是 一 个 整数 , 或 是 一 个 半 整数 为 整数 的 那些 表示 是 
同 80(8) 的 县 有 隔 一 指标 ( 即 ~ 人) 的 表示 。 而 其 他 的 表示 是 
8O (8) 的 双 值 才 示 。 我 们 用 以 定义 SD (2) 的 那个 矩阵 表示 就 是 
后 省 的 一 个 例子 ,这 是 一 个 复 二 维 空间 中 的 表示 ， 它 的 一 十 ， 
故 称 为 总 施 表 示 ， 象 1~1 的 表示 是 SO(8) 的 最 低 维 忠实 表示 


一 样 , 二 旋 天 示 是 SU (2) 的 最 低 维 忠实 表示 、， 如 果 我 们 在 这 


个 空间 (其 中 的 量 称 为 旋 量 ) 中 取 任 意 基 向 景 , 且 对 它 用 oxp(17) 
作用 ,这 里 主 的 取 值 从 0 到 4r, 我 们 将 看 到 ， 在 8O (3) 中 相应 
的 路 径 exp(iFa) 从 0 到 3z 绕 了 两 天. 当 普 换 的 序列 达到 一 2x 
时 ,我 们 又 加 到 了 0(3) 的 原点 ,但 在 SU(2) 中 却 到 达 -~-。 为 
此 ,我 们 说 当 旋 最 转动 一 个 2 角度 肝 , 它 改变 了 符号 (6-> 一 6)， 


天 示 之 间 的 这 种 对 应 不 光 是 一 种 数学 游戏 ， 这 盖 点 确实 是 
引 人 注 意 的 ， 自 施 为 地 的 基本 粒子 的 波状 数 , 可 以 用 SU (2) 的 
一 个 非 整 数 上 的 不 可 约 回 量 空 间 中 的 一 个 元 素来 描述 ， 这 是 物 
理学 家 可 以 用 来 说 明 自然 界 有 优美 的 简 清 性 的 一 个 例证 ， 我 们 
从 球 对 称 性 的 李 代 数 开始 ， 发现 群 8D <2) (而 不 是 80(3))， 是 
其 有 这 一 代数 的 最 簿 单 的 群 ( 它 有 最 简单 的 整体 拓扑 )、 然 便 我 
们 发 现 ,尽管 在 如 中 难以 把 SD (2) 的 作用 “具体 化 ”, 但 大 自然 
使 得 它 比 SO (3) 来 得 更 基本 , 因为 存在 着 一 些 粒子 ,它们 属 二 它 
的 一 些 表示 , 面 冰 是 SO (3) 的 表示 ! 
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第 四 章 微分 形式 


本 世纪 初期 , 五 . 嘉 当 发 展 了 微分 形式 的 计算 方法 , 这 是 
微分 几何 中 最 有 用 和 最 有 成 果 的 解析 工具 之 一 ， 由 形式 来 统一 
和 简化 的 概念 之 多 是 令 人 惊 讶 的 ,诸如 流 形 上 的 积分 理论 、 
及 积 。 三 维 欧 岂 里 得 几何 中 的 散 谍 和 旋 度 、 矩阵 的 行列 式 、 流 湛 
的 可 定向 性 . 偏 微分 方程 组 的 可 积 条 件 、 斯 托 克 斯 定理 和 高 斯 定 
理 等 等 郁 是 .. 正如 大 密 数 确实 是 基本 的 数学 和 物理 概念 那样 ， 
形式 的 数学 也 是 非常 简单 的 ， 在 本 章 中 ,我 们 从 产生 形式 的 最 
自然 的 几何 角度 来 引入 形式 ， 然 后 我 们 再 系统 地 腾 开 它 的 尝 富 
内 容 ， 


A_ 形式 的 代数 和 积分 计算 


双人 居 各 的 定 尺 一 一 微分 形式 的 几何 作用 


到 此 为 止 ,我 们 一 直 避 免 给 流 形 规定 任何 形状 或 刚性 ， 我 
们 曾 提 到 过 定义 度 规 张 景 的 可 能 性 ， 但 荐 我 们 的 讨论 一 直 和 集中 
在 那些 不 需要 特 屿 的 度 规 就 能 定义 的 解析 工具 上 ， 我 们 现在 转 
向 一 类 特别 有 用 的 张 量 , 它们 可 以 用 米 定 义 流 形 的 体积 元 . 

考察 二 维 体积 的 概念 , 即 通 常 的 面积。 欧 儿 里 得 空间 中 的 
任意 一 对 (无 穷 小 ) 疝 量 都 定 多 了 一 个 《无 穷 小 ) 面积 ， 如 隐 4.1 
所 示 , 这 基 出 它们 确定 的 平行 四 边 彩 国 成 的 面积 .。 这 样 许多 可 
能 在 长 度 和 夹 角 上 彼此 不 同 的 向 量 对 , 确定 了 同一 面积 ,正如 图 
4.2 所 示 ， 因 此 ,面积 的 概念 与 度 规 的 概念 相 比 , 限制 性 就 小 一 


和 


ET EE 


谱 


硬 如 1 了 + = 


ULD0 


= 画 积 (到 人) + 面积 ( 工 6) 

国生 .3 用 几何 法 证 明 ' 平行 四边形 的 面积 是 . -个 线 量 的 值 ， . 
些 : 欧 几 里 得 度 规定 文 了 了 向量 的 长 度 及 其 夹 角 ,而 面积 的 确定 只 
是 由 两 个 向 量 给 出 一 个 与 之 可 联系 的 数 ， 自 然 , 如 果 度 规 存在 ， 
那么 它 应 当 能 唯一 地 年 义 面 积 ， 我 们 将 说 明 这 一 点 晤 恕 何 实现 
的 ， 但 是 可 以 在 一 个 二 维 流 形 上 定义 面积 (或 一 个 任意 流 形 上 
定义 体积 ), 而 不 必 在 流 形 上 有 度 规 的 定义 . 事实 上 ， 许字 不 同 
的 度 规 可 以 定义 和 同一 体积 ， 


假定 在 一 个 二 维 流 形 中 的 一 点 上 ， 我 们 有 两 个 线性 无 关 的 
无 穷 小 向 量 , 构成 一 个 二 维 的 平行 四 边 形 。 我 们 希望 对 于 这 一 
图 形 定义 一 个 (小 ) 面 积 ， 即 对 于 这 两 个 向 景 给 出 一 个 数 与 之 对 
应 ， 如果 我 们 把 其 中 一 个 向 量 前 长 度 如 倍 ,那么 上 述 数 也 应 该 
加 以， 而 且 , 我 们 要 求 它 在 秽 量 的 加 法 下 古 可 加 的 , 拖 

画 积 (2, 可 十 面积 (2 引 一 面积 (GE， 5 十 念 。 在 欧 几 里 得 空 
间 申 , 这 一 点 是 正确 的 . 这 已 在 图 4.3 中 用 多 何方 法 证 明了 . 在 
证 明 的 最 后 第 二 步 中 , 我 们 用 到 了 下 列 事实 ;一 个 平行 四 边 形 的 
一 条 边 如 果 沿 著 它 所 确定 的 直线 平移 一 个 任意 基 ， 出 其 面积 不 
变 ， 因 此 我 们 证 明了 面积 (, ) 确 实 是 一 个 张 量 , 对 于 它 的 变量 来 


0 
说 , 是 双 线 性 的 ， 因 为 该 面积 是 一 个 数 ， 这 就 是 一 个 { 2 型 张 


量 . 而 且 , 如 果 中 和 5 基 平行 的 ， 则 它们 廊 构 成 的 面积 必 为 零 . 
因此 , 车 互 换 4 和 如 的 位 置 , 则 该 张 量 必 改 变 符号 、 下 面 的 练习 
将 表明 这 一 点 ， 


习 杆 业 . 主 


。 二 0 
试 证 曲 : 若 外 是 一 个 对 于 所 有 了 具有 性质 了 BT ,7 一 0 的 ( 2 ) 型 张 


厂 . ) 这 时 我 们 说 对 对 它 的 岗 个 自 实 量 是 多 对 称 的 、 


现在 更 严密 地 来 考察 这 一 点 。 在 图 生 .4 中 , 画 出 了 由 两 个 

向 量 衫 定 的 县 有 某 一 面积 的 一 个 平行 四 边 形 , 若 用 分 量 来 表示 ， 
该 面积 (可 菊 一 个 符号 ) 训 是 下 列 行列 式 : 

pe 了 


面积 jy。 yys 


并 


显然 它 在 天 和 并 的 开 搞 下 具有 孝 对 称 性 . 
在 通常 的 应 用 中 , 我 们 不 管 访 数值 所 具有 的 符号 ,而 把 该 行 
列 式 的 绝对 秆 称 为 面积 .但 保留 符 导 对 于 我 们 来 说 将 会 是 方 便 
的 ， 因 为 它 包 含 着 有 关 这 对 向 量 基 左 
~、 手 还 是 右手 的 信息 ， 下 面 我 们 将 更 详 
六 。” 细 地 讨论 这 一 点 ， 我 们 也 将 更 详细 地 
图 4.4 和 由 了 和 于 定义 讨论 体积 张 量 与 官 阵 行列 式 之 间 的 明 
的 面积 . 最 关系 . 但 基 我 们 必须 首先 发 展 斜 对 
称 张 量 代数 . -首先 我 们 将 集中 讨论 它们 在 任意 点 上 的 性 质 , 然 然 

后 再 推广 到 场 上 去 ， 


4&.2 反对 称 张 呈 的 记号 和 定义 


正如 上 面 习 题 4.1 中 所 表述 的 那样 ， -个 ( > ) 型 张 量 , 如 


时 在 把 它 的 两 个 自 变量 互 换 时 , 它 的 值 改变 符号 ， 
oD, PP) -~-2OP, DY, 对 于 所 有 可 严 <o 伴 对 称 ， 

{4.1) 
那么 这 个 张 量 称 为 鲜 峙 称 的 . 对 于 (2 ce>s 型 张 量 , 如 果 在 
把 它 的 任意 两 个 自 变量 互 换 时 , 它 改 变 符号 , 那么 称 它 为 完全 他 
对 称 的 ， 从 任意 张 量 总 能 构造 儿 对 称 张 量 ， 例 如 , 车 台 是 一 个 

0 ~ 

( 2 ) 更 张 量 , 是 一 个 (s) 测 张 量 , 风 它 们 的 完全 斜 对 称 部 分 


se 


是 张 量 这些 张 量 在 任意 自 变量 上 的 取 值 分 别 由 下 列 两 式 给 
出 : 


SGD, VD, PoP, DD, 4.9 


Pa, FP, 到 ) 一 地- [BD, V, m+pF, PP, DU) 
Tp, U, P)-—p0, U, W) 
-BW, Vp, D3, W, DY. 
{4.3) 
这 里 的 构成 法 则 是 ， 取 自 变量 的 每 一 个 置换 ， 对 奇才 换 加 土 负 
号 ,个 置 换 加 上 正 号 .1/21 和 1/31 分 别 是 常用 的 规范 因子 , 这 
样 把 os 称 为 名 的 斜 对 称 部 分 就 适当 了 ， 所 有 这 一 些 都 可 以 用 
指标 记号 表示 出 来 这 只 要 把 任意 向 量 取 成 基 疝 量 便 能 得 到 了 ， 


Goes 二 (ou [oD to (4. 4) 


(Pa)inw= 于 (Cpeswt Pm Pies — Paty — Pn — Des) es. 
(4.5) 
这 里 我 们 引入 了 方 括号 记号 敢 … 有 问 ， 它 表 示 这 些 背 标的 一 个 完 
全 斜 对 称 集 合 , 同时 包括 相应 的 规范 因子 。 下 而 我 们 还 将 使 用 
上 面 引 入 的 一 个 记号 ,在 一 个 张 量 上 标 以 符号 “~ 尺 如 8), 表示 
一 个 完全 射 对 称 张 量 。 对 于 一 次 形式 我 们 使 用 同样 的 记号 , 但 
它 是 一 个 “退化 ”的 铺 况 , 因为 它 只 有 一 个 自 变 量 . 


可 题 4.2 


(3) 如 果 人 ,) ak 为 的 分 量 在 任意 两 个 指标 的 互 换 下 是 斜 对 称 


的 , 试 证 此 时 卫 是 一 个 完全 圭 对 称 张 是 。 
Cb) 设 {4 是 一 个 完全 斜 对 称 张 量 的 分 量 , 试 证 
i =A. 


0 3 
(0) 设 盘 是 -个 ( 2 ) 型 笑 对 称 张 重 ， 而 也是 一 个 任意 的 ( ) 型 张 
量 , 证 明 琵 时 有 


ss 


dyB = A Be 
也 即 起 与 也 的 缩 并 仅 证 及 到 | 也 的 斜 对 称 部 分 。 
Gd)》 设 入 如 (6) 中 所 定义 , 而且 是 一 个 (0 ) 型 对 称 张 晤 , 即 对 于 万 
有 的 一 次 形式 各 和 有 也 (向 2) 一 BY 动 。 试 证 明 : 
AAP =0. (4.6) 
完全 制 对 其 张 量 有 下 述 重 要 性 质 ， 在 一 个 % 维 向 量 空 间 
中 ， 一 个 (2 ) 于 党 全 备 对称 (p<n)， 最 多 具有 


网 nl 
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个 独立 分 量 . 为 了 证 明 这 一 性 质 我 们 注意 到 , 任意 分 甚 是 由 集 
合 红 ，-…, 芭 中 选取 个 不 同 的 数字 确定 的 (必须 是 Pp 个 不 同 
前 数字 , 因为 正如 习题 4.1 中 所 述 , 如 果 任 意 两 个 指标 相同 , 则 
此 分 量 为 零 ，) 而 选 出 的 2 个 数字 的 次 序 (它们 的 有 序 排列 给 由 
张 晤 上 的 指标 ) 最 多 只 能 影响 分 量 的 符 导 .因此 , 由 给 定 的 2 个 
数字 的 一 个 集合 ， 通 过 简单 的 排列 得 到 的 所 有 指标 所 确定 的 分 
量 , 如 果 其 中 任意 一 个 是 已 知 的 话 , 那么 其 全 体 都 是 已 知 的 .所 
以 狐 立 分 量 的 个 数 ， 正 是 从 ”个 数 中 选 出 2 个 数 的 不 同 集 合 的 
个 数 , 因此 它 就 是 上 面 给 出 的 二 项 式 系数 


习 题 #.8 

着 zw 证明， 维 册 量 空 间 上 的 ( ) 于 全 人 对称 的 所 有 分 呈 才 
为 地， 

4.3 微分 形式 

一 个 次 形式 Cp 之 中 定义 为 ”型 的 一 个 完全 年 对 称 张 


1 


景 。 如 前 所 太一 个 一 次 形式 是 一 个 ) 开张 是 ， 一 个 际 呈 
茵 数 是 一 个 零 次 形式 、 数 加 称 为 形式 的 次 数 . 


习 是 生生 

对 于 同 定 的 p, 证 里， 五 沈 形式 全体 的 集合 本 身 是 一 个 向 三 空间 , 这 
时 的 加 活 运 莫 在 习题 3. 不 中 巨 定义 ， 于 是 这 个 向量 空间 是 所 有 () 型 张 
量 室 间 章 一 个 子 室 间 。 斌 来 这 信 向 量 空间 的 纵 数 ， 

正如 运用 算 符 <@” 可 以 从 ( 中 型 张 量 构造 0) 弄 张 前 


一 痒 ， 我 们 可 以 定义 一 个 运算 人 ( 称 为 “ 模 积 ”)， 从 一 次 形式 来 
构造 二 次 形式 ; 著 了 和 了 都 是 一 次 形式 ,定义 

PAI=POI -YDS (4.8) 
为 它们 的 扫 积 ， 注 意 , 与 《4.2) 式 不 同 , 这 里 没有 4/2! 因子 ， 


习 题 4.8 

证 明 名 A 是 一 个 二 次 形式 ， 证 明 
PAY 一 和 

习 题 4.6 


对 偶 基 ， 证 上 明 他 i 和 名， j 一 4，…, rt} 是 二 次 形式 全 体 所 构成 的 向 量 空 
间 的 -一 个 基 ， 提 示 :， 考 察 数 cy 一 (Cel, ef)， 这 里 元 是 任意 二 次 形式 , 从 而 
证 肯 ; 


Cr (4.,9) 


. #47» 


请 特别 注意 他 .9) 式 中 1/31 这 一 因子 ,因为 对 ( 色 站 求 和 
时 , 包括 了 来 当 于 Ga 和 6O 名 的 同样 的 贡献 , 所 以 有 该 因 
子 , 有些 教 科 书 在 由 入 好 的 定义 或 (4.8) 式 中 引入 了 因子 1/21， 
所 以 在 它们 的 与 (4.9) 式 相应 的 式 子 中 就 不 出 现 1/23! 了 .这 仅 
是 约定 下 同 而 引 赵 的 情况 . 
模 积 的 法 则 可 以 自然 地 推广 到 三 次 形式 中 南 ， 
PN GA = (BADAT 


Li ~ ~ ~ ~ ~ 


0) 


这 里 用 了 上 一 节 用 过 的 晋 换 和 符号 。 注意 , 这 一 表达 式 以 及 把 
它 推广 到 多 个 一 次 形式 上 去 ， 就 使 我 们 能 定义 任意 个 p 次 形式 
和 gg 次 形式 的 抠 积 。 这 是 出 于 根据 习题 4.6， 任 意 w 次 形式 都 
可 以 表示 成 2 个 一 次 形式 ( 基 一 次 形式 ) 的 攀 积 的 一 个 线性 形 
式 . 

任意 次 数 的 记 有 形式 构成 的 集合 ， 加 上 对 其 元 素 定义 的 反 
交换 乘法 和 人,， 称 为 一 个 烙 拉 斯 曼 代 数 . 


习 类 #4.7 


证 明 ， 所 有 2 次 形式 (p 拉 从 空间 的 维 数 之 和 是 3". 《提示 ， 应 用 二 项 
式 定理 , ) 这 正 是 鳌 拉 斯 彼 代 数 的 空间 的 维 数 ， 


习 题 和.8 


车 台 是 一 个 一 次 形式 ,而 了 是 一 个 二 次 形式 , 证 明 ; 
(BAD m= Pe t pg mt Pdes — IP. 
要- - 般 起 车 名 是 一 个 pp 次 形式 ,而 了 是 一 个 4 次 形式 , 斌 证明; 
(CP A eget — CF! ee {4.11Y 
:4B 


i 


MEI 


&. 和 微分 形式 的 运算 


形式 的 代数 是 很 简单 的 ， 但 是 在 掌握 符号 与 阶乘 因子 时 可 
能 会 有 些 困难 ， 在 本 节 和 下 节 中 , 读者 庶 小 心 和 有 而 心地 去 论 
证 ， 这 是 求证 任何 结果 的 最 好 方法 . 作为 便 子 :证 我 们 来 证 明 
形式 的 交换 法 则 ,车 8 是 一 个 2 次 形式 ,而 4 是 一 个 4 次 形式 ， 
划 

PAG—(—l) "NE. (4.12) 
为 了 证 明 这 一 等 式 ， 首 先 把 五 和 表示 成 它们 的 分 量 与 形式 
A 人 入 入 … 和 人 加 前 棉 积 的 乘积 (在 每 一 个 棉 积 中 , 它 
们 分 别 有 名 个 因子 和 g 个 因子 ) 之 和 , 现在 我 们 来 说 明 (4.4 汪 ) 式 
对 下 列 各 简单 乘积 的 应 用 ; 

{ 部 入 A OY A CA .AD 
根据 棉 积 的 秆 合 律 , 这 一 宕 示 式 中 的 括号 是 多 余 的 。 现在 如 果 
互 搞 其 中 的 任 剖 两 个 因子 【例如 互 换 如 f 和 喀 )， 这 一 表达 式 保 
改变 符号 ， 移动 好 穿 过 刀 和 人 … 人 浆 的 4 个 因 于 ， 需 要 了 个 这 
样 的 互 抱 ,因此 ， 

WA A OA A A 

= C1 A AN GA, 
对 wi 入,…Aw! 中 的 每 一 个 因 子 (共用 个 因 于 ) 都 这 样 去 做 就 
纵 出 原 有 表达 式 的 [( 一 9]? 供 。 这 就 证 明了 (4.12) 式 , 

另 一 个 我 们 将 会 用 济 的 运算 是 向 量 与 形式 的 缩 并 . 一 个 ~ 
次 形式 需要 加 个 向 量 自 变 量 才 能 给 出 一 个 实数 .如 果 给 出 了 一 
个 自 变量 , 则 它 变 为 一 个 《2 一 二 次 形式 ,为 于 确定 起 见 ,我们 定 
义 

al2) =&{E, 了 1 “ ), a lp nt (4.18) 
2 一 1 个 空位 
"4 


为 由 a 和 上 缩 并 而 得 到 的 《2 一 力 次 形式 ， 注 意 , 把 放 入 第 一 
个 以 外 的 任意 位 署 时 . 仅 只 影响 &E) 的 符号 ， 为 了 能 对 这 一 情 
况 有 所 体验 , 我 们 考虑 4=PA9, 这 里 多 和 攻 都 是 一 次 形式 

PAD DE (POF —IOPD (EP P(E (EP, 
因此 ， 尽 篇 是 放 入 BAY 的 第 一 个 位 置 内 进行 缩 并 ， 然 而 
人 运算 中 隐 舍 着 的 一 些 署 换 就 保证 了 E 与 枫 积 中 的 每 一 个 一 
次 形式 都 有 缩 并 ， 类 似 地 , 对 于 p 个 一 次 形式 的 一 个 磁 积 , 我们 
有 ， 

(GAA A (全 
A A 


ESA A A (4.14) 
由 此 及 (4.2) 式 的 推广 , 我 们 得 到 ;车 & 是 一 个 2p 次 形式 , 则 
“(8) ~ THI $s A a, (4.15) 


当然 (4.18) 式 和 (4.9) 式 是 全 有 这 一 性 质 的 ， 类 似 地 , 如 果 习 是 
任意 形式 , 而 襄 是 一 个 加 次 形式 ,那么 
(BAD EI BO AGT TNAaE). (4.16) 

着 过 考察 入 入 & 的 每 一 个 分 量 , 同样 可 以 证 明 这 一 等 式 ， 

习 三 4:9 

证 明仁 .167 式 ， 
are 的 另 一 个 广 为 采 用 的 符号 是 中 ca. 

有 .区 ”形式 的 限制 

把 一 个 流 形 限 制 在 不 来 向 量 空间 六 的 一 个 子 空间 上 , 是 一 

~ 心 

个 基本 而 又 重要 的 摄 念 . 因为 一 个 到 次 形式 Ga 是 一 个 (”) 间 来 
s BO+* 


量 , 所 以 它 的 定义 域 是 广 中 所 有 向 量 所 构成 的 集合 (严格 地 说 ， 
定义 域 是 乘积 空间 矿 x 太 x…X, 即 了 的 2 个 " 复 本 ”把 
限制 在 了 的 子 空间 本 上 , 指 的 是 同一 个 史 次 形式 5 但 后 者 的 
定义 域 现在 限制 在 琴 中 的 向 量 上 .我 们 用 符号 外 x 来 表示 这 
一 限制 后 的 形式 , 并 有 
ofw(, 0, PYARE, ,YF), 

这 里 下 , …, 丈 都 在 玉 中 ， 因 此, gw 仅 定义 在 及 上 ， 注 意 ， 
当 球 的 维 数 灾 此 2 小 时 , 则 限制 站 | 必 为 堆 ( 车 p>mw, 则 任意 
Pp 次 形式 在 一 个 mw 维 空间 上 必 为 零 ); 而 当 p 一 m 时 , %|w 只 有 
一 个 独立 分 量 . 对 一 个 形式 进行 限制 的 运算 , 通常 称 为 对 它 横 
截 、 因 为 我 们 得 到 的 图 象 是 , 向 量子 空间 奸 是 一 个 通过 ( 横 截 ) 
霄 示 一 个 形式 的 一 系列 觅 面 的 一 个 平面 ， 当 把- 个 形式 限制 在 
一 个 向 量子 空间 上 为 零 时 , 则 称 访 形 式 被 该 向 量子 空间 零 化 . 


和.6 形式 的 场 


正如 任意 张 量 那样 , 流 形 页 上 的 一 个 2 次 形式 场 指 的 是 一 
种 { 具 有 适当 的 可 微 条 件 的 ) 法 则 , 它 在 于 的 每 一 点 给 出 一 个 罗 
次 形式 ， 迄 今 我 们 一 直 是 把 形式 作为 空间 Tp (在 村 的 任意 
点 卫 ) 上 的 函数 来 应 用 的 ,具有 一 点 需要 说 明 一 下 :; 外 于 型 的 子 
流 形 8S, 在 8 的 每 一 点 卫 挑 选 出 流 形 上 的 切 空 间 卫 = 的 一 个 子 
空间 Vz, 我们 就 把 p 次 形式 场 在 SS 上航 限制 ,定义 为 在 点 
把 4 限制 在 Frx 所 构成 的 扬 ， 在 3.6 节 中 ， 我 们 已 经 有 过 一 次 
形式 的 一 个 这 样 的 例子 


和 .7 手 征 性 和 可 定向 性 


在 一 个 % 维 流 形 中 ， 在 任意 一 点 只 有 一 个 一 维 的 “次 形式 
空间 (习题 4.7)、 选 到 某 一 % 次 形式 场 , 记 为 w， 在 点 卫 取 定 
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一 个 向 量 基 {@,…, 5,}, 因为 它们 是 线性 无 关 的 向 量 , 所 以 当 
昌 仅 当 在 也 点 驴 关 0 时, 数 名 C51 …, 69) 才 是 非 零 的， 因此 名 
把 卫 点 的 所 有 向 量 基 分 成 两 类 . 使 名 (81,…, 如 ) 为 正 的 基 为 一 
关 ,， 使 总 (et …, 6 沟 负 的 基 为 男 一 类 , 事实 上 这 种 分 类 与 名 无 
关 ， 固 为 车 设 如 是 卫 点 的 任意 其 他 非 淮 ww 次 形式 ， 则 存在 一 
个 数 了 0, 使 得 全 一 /名 ， 尾 意 两 个 使 台 得 出 正 值 的 基 , 会 使 如 
得 出 同样 的 符号 (车 .六 -9, 则 都 为 正 的 ; 车 <0， 则 都 为 锡 的 )， 
因此 仍 属于 同一 类 . 这 样 ,一 点 处 药 所 有 基 可 以 分 为 两 类 ; 右手 
的 和 左手 的 ,( 那 一 类 取 叫 一 种 名 称 , 这 当然 是 一 种 约定 ; 重要 的 
是 这 丙 类 本 身 是 不 同 的 2) 如 果 在 整个 流 形 上 能 首尾 一 致 地 ( 即 
连续 地 ) 定 义 手 征 狂 , 痢 么 称 这 个 流 形 是 (内 部 ) 可 定向 的 ， 这 指 
蓝 是 ， 厅 以 定 六 一 个 连续 的 向 量 基 {61( 了 P), …, 5,(P), 在 每 一 
处 它 都 保持 相同 的 手 征 性 。 显然 , 这 等 价 于 能 够 定义 一 个 处 处 
不 为 私 的 连续 mn 次 形式 ， 殉 几 里 得 空间 是 可 定向 的 , 而 上 默 比 乌 
斯 带 则 不 然 . | 


4.8 体积 和 定向 流 形 上 的 积分 


更 在 我 们 再 加 到 形式 与 体积 元 有 关 的 这 一 观点 上 来 . 在 一 
个 和 “ 维 流 形 中 ; % 个 线性 无 关 (“无 穷 小 ”) 向 量 定义 了 一 个 非 夫 
体积 的 区 域 , 即 一 丫 思 维 的 平行 六 面体 ， 因 而 该 区 域 的 体积 就 
是 一 个 一 次 形式 前 值 ， 我 们 可 以 自由 地 选择 任意 所 次 形式 为 体 
积 % 次 形式 ,这 样 就 可 以 根据 要 解 的 特定 向 题 来 选取 了 . 

现在 , 函数 在 一 个 流 形 上 的 积分 本 质 上 就 必须 包括 ,用 一 个 
小 坐标 元 素 的 体积 与 该 函数 的 值 相 滋 ， 然 后 再 把 所 有 这 种 值 加 
起 来 ， 根据 我 们 对 体积 形式 的 讨论 ,我 们 将 对 此 引入 一 个 有 用 
的 记号 ,假定 书 是 % 维 流 形 收 ( 它 的 奉 标 是 {2，…， #9}) 中 一 
个 区 域 可 上 的 一 个 % 次 形式 因为 一 点 处 的 所 有 % 深 形式 构 
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成 一 个 一 维 向 重 空间 , 所 以 就 存在 某 一 个 ,Fei5，…，a")， 使 得 
DS= fdr A A dor, 

为 了 在 可 上 积分 ， 我 们 把 分 戌 一 些 由 % 重 向 量 {4w19/8w1, 

duz8yaza dorB/aon 张 成 的 微小 区 域 《“ 胞 腔 ”), 这 里 {do 仓 

都 是 一 些 非常 小 的 数 . 函数 了 在 一 个 小 胞 腔 上 的 积分 , 近似 地 

就 是 的 值 与 下 列表 达 式 的 弱 值 : 

pe A dr dand /ew!, “ee, AoA Om). 

因此 , 我们 有 和 

(0 … en) dnse( 胞 腔 )， (17) 


把 不 间 胞 腔 的 所 有 贵 献 加 起 来 ， 并 取 当 每 个 胞 腑 的 大 小 趋 近 于 
零 时 的 极限 ,给 出 了 我 们 所 说 的 名 在 本 上 的 积分 ， 

[se dodo ， (4.18) 
此 式 中 右边 的 积分 是 通常 微 积 分 中 的 积分 ， 而 左边 的 积分 是 我 
们 的 新 定义 ， 由 于 左边 的 形式 中 没有 出 现 学 标 , 所 以 我 们 必须 
证 明 这 一 积分 确实 与 的 坐标 选取 无 关 ， 下 面 我 们 仅 就 二 维 
情况 作出 证 明 , 因为 把 这 一 延明 推广 到 一 般 情 况 中 去 是 显然 的 ， 
首先 考察 坐 款 丸和 ie。 于 是 我 们 有 

[= 7 WEA {FO%, Dandy 

当 我 们 变换 到 举 标 4 和 时, 则 由 链 规 则 给 出 ， 


总 一 vw) 丰 一 弥 pe te By, 


-068 a 
di 放生 By dy, 


这 是 由 梯度 的 定义 (例如 说 吸 ) 得 到 的 。 因此 我 们 得 到 (注意 到 
dz 人 dw 三 0,， 因为 它 是 斜 对 称 的 ): 
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-一 -rr 


dA p= -( 邹 dt 名 dy) 人 ( 欠 ze+ 澡 dy) 
-or Bh Ak 
Ba By ie dy 旋 dy i\ dw 
= 多 oA (4.19) 


dw 人 ly 前 的 因子 是 举 标 变换 的 雅 可 比 行列 式 8(%, pw)/8(r, 攻 . 
从 通常 的 微 积 分 , 我 们 知道 这 正 是 体积 元 实际 变换 的 方式 ， 所 
以 的 (%, 1) 积分 与 了 的 (4 的 积分 褒 好 以 正确 的 方式 关联 
着. 

但 是 ， | 的 依 并 不 是 完全 与 原来 选择 的 佣 标 无 关 ， 我 们 已 
经 证 明 的 只 是 , 坐标 变换 不 改变 其 信 , 但 是 在 (4.17) 式 中 还 有 一 
个 符号 的 不 确定 性 ， 这 一 方 稚 给 出 也 的 原始 的 定义 ,但 是 
如 林原 来 的 爸 标 系 有 一 个 与 我 们 选择 的 基 有 相反 手 征 性 的 基 
时 , 这 一 定义 就 会 给 出 相反 的 符号 ，(4.17) 式 的 右边 保持 不 变 ， 
因为 形式 是 与 基 无 关 的 , 但 是 在 左边 , 将 会 改变 符号 ， 【这 种 
改变 并 不 是 我 们 上 面 讨论 过 的 那 种 坐标 变换 ， 在 坐标 变换 中 ， 
dz 将 被 一 个 负 的 雅 可 比 行列 式 相 乘 , 这 一 切 都 说 得 通 ; 这 种 改 
变 是 把 符号 | 与 一 个 微 积分 中 的 积分 联系 起 来 的 原始 约定 中 
的 改变 , ) 这 种 不 确定 性 是 不 可 北 的 习惯 上 在 中 选取 一 个 
定向 , 即 在 基 的 两 个 类 中 定义 其 中 一 个 为 右手 的 ,县 在 (4.17) 式 
的 定义 中 应 用 一 个 右手 坐标 系 ， 所 以 我 们 得 到 , 他 在 区 域 如 上 
的 积分 ,除了 定向 外 , 是 唯一 确定 的 . 

在 这 一 论述 中 , 主要 的 是 如 能 用 一 个 坐标 系 来 覆盖 、 我 们 
是 否 能 把 这 一 积分 推广 到 整个 村 上去， 而 下 也 许 没 有 一 个 束 
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体 指 坐标 系 ? 如 果 两 个 汕 标 片 有 一 个 单 连通 竟 重 选区 域 , 那么 在 
一 个 坐 拔 片上 选取 的 定向 ， 星 然 在 另 一 坐标 片上 诱导 出 一 个 唯 ， 
一 的 定向 , 因而 在 这 两 个 区 域 的 并 集 上 的 积分 就 能 很 好 地 定义 . 
是 骸 当 且 仅 当 小 是 可 定向 的 ， 这 种 做 法 便 可 扩展 到 整个 及 上 
去 从 现在 起 ,我 们 只 讨论 可 定向 流 形 上 的 积分 ， 但 是 要 提 一 
下 , 这 个 理论 已 经 由 德 备 姆 推广 到 不 可 定向 的 流 形 上 去 ,而 且 这 
可 能 有 着 有 兴趣 的 物理 应 用 (参见 参考 文献 中 Sorkin (1977 年 ) 
的 论文 }. 

正如 我 们 已 定义 的 那 樟 ， 积 分 总 是 对 具有 最 大 次 数 的 形式 
进行 的 ; 在 ” 维 流 形 上 ,就 对 ”次 形式 进行 积分 .我们 当然 可 以 
在 一 个 p 维 子 流 形 上 对 一 个 p 次 形式 进行 积分 ， 内 要 该 子 流 形 
本 身 是 内 部 可 定向 的 。 殷 定 型 是 可 定向 的 ,而 卫 是 六 的 一 点 ， 
那么 子 流 形 吕 葛 内 部 定向 与 于 的 定向 有 有 何 联系 ?给 定 一 个 次 
形式 包 , 在 卫 点 把 它 定义 汶 “右手 的 ”或 “ 正 向 的 ,对 入 的 次 
形式 在 P 点 是 否 存在 一 个 唯一 的 “诱导 "定向 呢 + 不 幸 的 是 , 管 
案 是 否定 的 ,因为 总 就 其 本 身 而 言 并 不 能 为 吕 提 供 些 什么 .这 
是 因为 p<n, 把 名 限制 在 8 上 就 是 替 ， 通 常 是 如 下 进行 的 ; 通 
过 定义 在 卫 点 不 与 5 相册 的 (np) 个 线性 光 关 的 “法 秽 量 ” 
Ni Rap 下 把 下 列 加 次 形式 

Qn, 2 Nn_p) 

在 的 限制 , 定义 为 右手 系 ， 四 此 把 可 从 一 个 wm 次 形式 简 芍 为 
一 个 次 形式 ， 这 种 定义 显然 取决 于 向 量 {3} 的 选取 , 包括 它 
们 的 编号 次序. 给 出 这 样 的 一 个 选取 就 称 汶 为 8 在 已 点 选 征 
了 一 个 外 部 定向 。 在 下 也 证 明 斯 托 克 斯 定理 时 ,我们 将 给 出 这 
祥 的 一 个 例子 。 如 果 可 以 在 整个 号 上 连续 地 定义 外部 定向 
{Ro 一，… 1 一 (这 里 “连续 地 ”党 味 着 保持 坟 线 性 无 关 , 且 
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a 


下 列 两 种 铺 况 是 显然 的 ， 如 果 天 的 包含 8 的 菏 一 点 开 区 
域 是 可 定 商 的话， 那么 要 么 及 既 可 内 部 又 可 外 部 定 回 ， 要 么 内 
部 和 外 部 都 不 可 定向 如 果 不 存 在 型 的 这 种 可 定向 区 域 , 那么 
5S 或 可 内 部 定向 或 可 外 部 定向 , 但 不 能 两 者 都 可 定向 .例如 , 招 
轿 比 乌 斯 带 作 为 束 中 的 一 个 二 维 子 流 形 来 考虑 (图 4.5)， 该 
带 上 的 一 根 曲 线 是 该 带 的 一 个 一 维 子 流 形 ( 图 4, 的 。 在 带 上 的 
任意 点 卫 上 给 出 一 个 向 量 右 手 三 重组 ， 其 中 两 个 向 景 位 于 该 带 
上 ,第 三 个 向 最 则 指向 外 面 ， 把 它们 连续 地 沿 着 带 转 一 圈 , 而 伍 
保 皖 前 面 两 个 向 量 与 带 相 切 .: 当 指向 外 面 的 向 量 罗 到 原 人 处 肝 ， 
它 的 方向 总 是 与 原来 的 相反 了 ， 这 说 明 上 默 比 乌 斯 带 在 Bs 中 不 
可 外 部 定向 ,类 似 地 ,在 带 上 给 出 两 个 襄 量 ,其 中 一 个 向 量 与 曲 
线 &1 丰 切 ,而 另 一 个 向 量 不 相 切 。 当 把 它们 注 继 地 殉 动 一 图 ， 
风 指 向 曲线 一 侧 的 向 量 回 到 原 处 时 却 指 向 带 中 该 曲线 的 另 一 
例 ， 尽 管 我 们 知道 该 曲线 是 可 内 部 定向 前 (不 千 它 戏 入 什么 空 
间 之 中 , 它 总 有 这 一 性 质 )。 在 一 个 较 大 的 不 可 定向 的 流 形 中 ， 
它 却 不 能 外 部 定向 .: 与 之 相反 ,曲线 Bs 在 带 中 既是 内 部 可 定 
向 叉 是 外 部 可 定向 的 ,因为 它 “ 感 党" 不 到 该 带 的 不 可 定向 性 , 它 
位 于 读 带 的 一 个 可 定向 的 邻 域 之 中 . 


”图 5 再 3 中 的 积 比 乌 斯 带 . 认为 它 是 由 稳 皮 做 或 的 ， 就 很 容 黎 想象 它 
了 .一 板 橡 皮带 平 放 在 纸 面 上 , 愉 是 在 图 形 的 顶端 附近 才 有 一 个 扭曲 。 PP 
点 有 一 人 向 量 三 重组 ,将 它 顺 时 针 地 洛 着 二 虚线 表示 的 路 从 回 转 . 如 果 机 
保 竺 向 长 工 和 汪 在 名 上 ， 责 全 部 的 三 个 向 量 线性 无 关 ， 则 这 -- 向 最 三 重组 
就 不 能 连续 址 形变 到 它 最 初 的 位 置 。 


图 昌 .6 加 比 乌 斯 带 小 的 一 些 曲线 . 曲线 饥 不 可 外 部 定 商 : 向量 达 布 2 从 
卫 点 开始 ,， 如 图 4.5 所 示 那 样 移动 、 若 要 保持 4 与 曲线 相 坊 ， 并 保持 向 
量 工 种 疝 量 3 线性 光 关 的 请 , 这 一 向 芭 二 重组 就 厅 能 连续 地 形变 到 它 最 初 
的 往 置 。 但 是 曲线 多 是 可 以 外 部 定向 的 , 辐 为 存在 此 曲线 前 一 个 邻 城 (图 
中 点 线 所 示 的 区 域 ), 在 其 中 选择 一 致 的 定向 是 可 能 的 。 


4.9 次 向 量 ,对 侦 与 符号 6 
全 此 我 们 一 直 演 赃 的 是 ( ) 型 完全 斜 对 称 张 浅 ， 当 然 ,用 


平行 的 做 法 ,对 (0) 型 张 量 也 能 构造 客 拉 斯 曼 代数 . 一 个人 0 ) 


型 完全 侧 对 称 张 量 称 为 一 个 丰 次 向 量 .象形 式 一 样 , 在 % 维 流 
形 中 的 任意 点 处 的 所 有 加深 向 量 构成 向 量 空间 ， 它 的 维 数 是 


Ap. 


注意 在 一 点 处 , 下 列 四 个 空间 是 具有 相同 维 数 的 - 2p 次 形式 
芍 向 量 空间 ，(n 一 p) 次 形式 的 向 量 空间 ，p 次 向 量 的 向 量 空 间 ， 
以 及 (rn 一 p) 次 向 量 的 向 量 空间 , 它们 的 维 数 都 是 0; 一 0*_,. 在 某 
些 情况 下 , 我 们 在 这 些 空间 之 间 可 找到 一 个 1-1 的 映射 ， 早 在 
2.29 节 中 我 们 已 经 看 到 ， 度 规 张 量 给 出 从 () 型 张 量 到 (3) 
型 张 量 之 冯 的 一 个 1-1 映射 ,不 蕉 看 出 这 一 映射 保持 反对 称 性 ， 
所 以 它 可 逆 地 把 p 次 形式 映 为 p 次 向 是， 然而 , 不 管 是 否定 义 
了 上 度 规 , 一 个 体积 w 次 形式 台 ( 即 一 个 处 处 不 为 零 的 n 次 形式 ) 


二 生 晤 站 


a AT el a 


给 出 了 史 次 形式 和 人 一 他 次 向 量 之 问 的 一 个 映射 ， 这 个 映射 称 
为 对 偶 餐 射 ， 我 们 现在 来 说 明 如 何 构造 它 ，( 注意 : 不 要 把 这 里 
的 对 侦 映 射 与 第 … 章 中 对 一 次 形式 讨论 的 对 偶 基 的 概念 相 混 
满 ， 前 者 依赖 于 总 且 将 一 个 ( 型 张 量 唯 一 地 映 成 一 个 


7 人 方 
(9 型 张 蜂 , 或 反 过 来 ， 而 后 者 与 后 无 关 , 是 将 m 个 (0) 和 


0 
张 量 的 一 个 集合 唯一 地 里 成 mn 个 (1) 型 张 量 的 一 个 集合 或 反 
过 来 . ) 
设 给 定 g 次 向 量 了 , 它 的 分 量 为 Zex 一 ea (gq 个 指标 ). 
它 通 过 下 列 等 式 定义 了 一 个 张 量 A 


本 和 计 Cr Rd TE (4.20) 
用 符号 表示 , 则 可 写 为 
要 一 和 CT) 
或 简写 为 
A (4.31) 


我 们 称 4 是 开关 于 名 的 对 偶 ， 从 (4.,20) 式 以 及 we! 在 互 换 任 
意 两 个 指标 时 的 斜 对 称 性 ， 半 显然 是 一 个 (n 一 9) 阶 的 完全 斜 对 
称 张 量 ((n 一 g) 是 名 与 了 的 9 个 指标 缩 并 后 留 下 来 的 指标 数 ). 
也 即 才 是 一 个 《n 一 9) 次 形式 ， 这 个 映射 就 对 任意 g 次 向 攻 定 
义 了 一 个 唯一 的 (4 一 q) 次 形式 ， 下 面 我 们 将 证 明 这 一 映射 是 
可 逆 的 ， 但 是 我 们 先 来 说 明 一 下 ,在 三 维 欧 儿 里 得 向 量 代 数 中 ， 
我 们 是 熟悉 这 一 映射 的 , 在 那里 它 是 作为 叉 积 出 现 的 、 

为 了 看 清 这 一 点 请 回想 一 下 , 在 欧 几 里 得 空间 中 ,我 们 对 向 
量 和 一 次 形式 通常 是 不 加 区 别 的 : 在 笛 卡 儿 坐 标 中 , 向量 的 分 基 


» 


与 其 相伴 的 一 次 形式 的 分 景 是 相等 的 ， 因此 我 们 得 考虑 两 个 疝 

个 独 区 分 量 ， 它 们 基 Fs 一 Uo， UF's 一 UaP 各 Taa 一 

UsVs， 向 量 Ux 有 同样 的 一 些 分 量 , 且 和 容易 证 明 ， 
"(UxF}=DAV 《在 三 维 空间 中 成 立 )。 (4.22) 


习 天 4.10 
应 用 {4.20) 式 证 明 ( 和 .22) 式 ， 


这 就 症 明 了 六 积 的 一 系列 奇特 性 质 : 为 什么 会 有 及 积存 在 ? 为 什 
么 在 非 三 维 空间 的 情况 中 ， 它 就 不 存在 (共有 在 三 维 情况 下 ， 
对 候 映 射 才 把 向 量 映 为 二 次 形式 )? 以 及 为 什么 加 x 是 一 个 
“ 辅 向 量 * 最 后 一 点 是 出 自 于 下 珊 情 党 ; 习惯 上 把 欧 几 里 得 空间 
中 的 和 定义 成 对 基 (ei, ss，5a) 给 出 一 个 正 值 的 体积 ， 如 果 改 变 
基 的 手 征 性 , 那么 名 的 符号 也 改变 , 因此 五 x 素 的 符号 也 政变 
了 人 xx 严 对 如 的 符号 的 依赖 是 这 样 的 : 这 x 天 必 定 由 阁 映 为 
上 AV, 而 后 咱 的 符号 基 不 波 变 欧 )，、 从 而 , 在 坐标 反 演 下 , 通常 
的 叉 积 要 改变 符 导 ， 

守 和 二 之 间 的 这 一 映射 是 可 递 的 ,因为 它们 中 的 每 一 个 痢 
有 相 则 的 分 最 个 数 . (换言之 , (4.20) 式 所 示 的 了 与 台 的 缩 并 
并 不 丧失 其 里 得 到 的 信息 ,因为 下 对 其 所 有 的 指标 已 是 斜 对 称 
了 ,) 也 即 对 于 一 给 定 的 尹 次 形式 4， 存 在 一 个 唯一 的 人 一 区 向 
晤 T, 使 得 下 = " 平 。 这 一 点 可 以 用 公开 表 示 出 来 ,为 此 用 下 询 
方程 定义 一 个 吨 次 向 量 oz (8 的 道 ). 
Eco (4.23) 
这 里 用 到 了 因子 ww!， 因为 (4.23) 式 的 求 和 中 有 nn! 个 相等 的 项 
OR X 149808 — 0 Noyg18..n = -…， 这 个 因子 保证 了 规范 化; 
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et 


az- 了 (4.24) 


的 133.o 
对 于 p 次 形式 六 定义 
Sr* 一 上 OB my ‘4.25) 
并 称 久 是 各 关于 全 的 对 偶 , 妈 : 
S—*B. (4.26) 


为 了 囊 明 这 两 个 对 偶 关 系 的 互 逆 性质， 我 们 先 来 考虑 标量 
函数 。 把 函数 了 看 成 为 零 次 而 量 , 它 就 有 对 偶 移 % 次 形式 6 
这 个 “次 形式 了 有 有 对 仙 的 私交 向 县 


Fo 一 二. oO "Uo m= 


因此 我 们 证 明了 “7~ =/. 
这 种 情操 和 的 一 般 基 系 可 吉 下 求 得 . 从 一 个 p 次 形式 入 开 
妈 , 用 (4.2) 式 定义 (ip) 次 向 景 S， 亚 取 和 号 的 对 侦 ; 
CS 一 Tr tops ew 
1 
pI-p)! 
《一 1 rap 
“pin—m! 
为 了 得 到 最 后 一 行 的 结果 , 我 们 必须 将 (nw 一 DD) 个 指标 六 关中 的 
拇 一 个 (通过 置换 )“ 穿 过 "所 有 力 个 指标 r…2 这 给 出 (rn 一 p) 个 
因子 《一 已 7? 现 抬 指标 《7 固定 ,例如 说 是 任 …2) {它们 的 名 
称 显然 是 无 关 紧要 的 ). .于 是 在 下 列 和 式 中 ((r…s) 国定 ); 


i 


Dp EB 


tp 本 


人 
指标 志和 持 必 取 自 集合 (2 十 二 由。 因此 在 此 和 式 中 , 最 多 有 
(一 p)! 个 非 零 项 , 而 且 却 (4. 28) 式 那 样 ,每 一 个 这 种 项 都 是 彼 
下 租 等 的 。 汝 此 我 们 有 
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fy EE 
O41 = (% —p) T6041..n1... p00 we 


而 且 这 一 和 和 式 除 非 (7… 且 是 让 …P) 的 一 个 置换 , 否则 将 等 于 零 ， 
内 为 不 然 的 话 , 第 二 个 中 将 有 重复 的 指标 。 在 对 (r…3) 的 求 
和 

01 


中 ,最 多 有 w! 个 非 零 项 ， 而 且 它 们 们 给 入 比 棚 和 。 因此 我 们 有 


把 所 有 这 些 结果 结合 起 来 ， 就 有 
C8)1.,— 一 全 TD Pop ng ptt, 


及 C8) st le DB 
因为 这 里 的 沸 标 1-…p 可 以 代表 任意 的 指标 ,我 们 这 就 证 明了 
“站 《一 二 ea- 有 各 (4.37ay 
类 他 地 , 如 果 我 们 从 一 个 & 次 向 量 工 开始 , 就 能 得 到 
i 一 【一 古 steo 下 ， (4.27b) 
注意 , 如果 ww 是 奇数 ,那么 因子 (一 Dr""? 恒 为 十 1, . 
正如 以 前 提 到 过 的 , 度 规 把 次 形式 上 映 为 加 次 向 量 .、 把 这 
一 号 射 与 对 个 上 映射 结合 起 来 , 就 有 一 个 把 次 形式 映 为 (4 一 p) 
次 彩 式 前 颈 射 。 或 9 次 向 量 映 为 (rn 一 9) 次 向 熏 的 上 师 射 . 通常 
也 简单 地 用 “x*” 来 标记 这 一 映射 。 当 度 规 蚌 不 定 的 了 时候 ( 侧 邵 ， 
在 相对 论 中 ,有 些 长 度 蚌 正 的 ,而 有 些 长 度 是 负 的 ), 对 符号 就 必 
须 小 心 ， 下 一 节 中 ,我 们 将 更 详细 地 讨论 这 一 点 ， 习 题 5.18 给 
出 了 应 用 这 种 度 规 对 偶 的 一 个 例子 . 
在 讨论 形式 的 代数 时 ,引入 完全 斜 对 称 的 列 徐 - 齐 维 他 符号 
是 非常 方便 的 ; 1 


十 二, 当 节 … 导 是 1，2,…, 多 的 一 个 侦 置 欣 ; 

Ep— £1 = 一 二 当 订 -- 呈 是 1 2,……， 外 的 一 -个 琳 恪 换 ; 

0, 其 他 情 癌 . 1 

(4.28) 

例如 对 三 维 流 形 , 形式 zt 人 doe? 入 des 在 举 标 系 《 噶 ,sp 地) 中 有 

分 量 @&yx, 而 在 其 他 举 标 系 中 , 它 的 分 量 却 将 是 aix, 这 里 涡 是 
某 一 函数 ， 假 定 一 个 体积 形式 巴 具 有 分 量 


Dis — Fes-h, (4.29) 
这 里 了 是 某 一 函数 , 则 其 道 为 
op- 于 Ei (4.30) 


和 .10 纺 量 密度 


我 们 采用 了 " 维 流 形 上 的 任意 非 零 次 形式 定义 一 个 体积 
元 前 观点 。 在 一 个 给 定 前 问题 中 ， 有 时 会 有 两 个 或 三 个 这 种 
次 形式 ，( 第 五 章 中 讨论 的 理想 流体 的 流动 是 一 人 例子， 在 欧 
几时 得 空间 的 三 维 流 形 中 ,有 三 个 由 物理 定义 的 三 次 形式 ; 其 中 
之 一 的 积分 给 出 一 个 区 域 的 体积 , 另 一 个 给 出 质量 ,而 第 三 个 是 
有 关 涡 量 的 一 个 守 和 但 量 ;因此 把 所 有 这 些 形式 和 与 坐标 无 关 的 
1 次 形式 Get 六 Go 入 … 人 人 de* 联系 起 来 ,有 时 就 更 方便 了 , 因为 
后 囊 的 分 量 就 是 .wn， 车 台 是 一 个 我 们 感 兴趣 的 ”次 形式 ， 则 
关系 式 (4.29) 可 重新 写 为 

Of Oo De. 
其 中 新 定义 的 量 bp 称 为 标量 密度 ， 虽 然 m 是 流 形 上 的 一 个 商 
数 , 但 它 并 不 是 一 个 真 标 量 , 因为 它 与 举 标 有 关 ， 把 举 标 变换 鸭 
wi(wi), 台 的 分 粳 就 要 节 以 该 变换 (C4.19) 式 ) 的 雅 可 比 7， 
然而 ew.x 根据 定义 是 不 改变 的 。 因 此 w 满足 


s 82， 


本 出 


in 一 ip 
这 基 祖 为 工 的 标量 密度 的 变换 规则 (< 权 ”的 定义 在 下 面 给 出 ) 可 
以 推广 这 一 概念 ， 从 而 给 出 张 量 密度 ， 例 如， 假定 工 基 一 维 


3 ' . 
流 形 上 的 -一 个 G) 型 张 量 , 且 它 对 其 向 量 自 恋 量 是 完全 斜 对 称 
的 ， 


Ts Tn 
所 个 组 村 . 
于 是 经 过 与 两 个 一 次 形式 & 和 育 的 缩 并 , 由 了 就 给 出 一 个 体积 
形式 ia, A); 
a, B=Ta, ps, ), 
by TY 0 
(物理 学 中 会 出 现 这 种 张 量 ， 例 如 第 二 章 中 提 到 过 的 应 力 张 量 ， 
当 与 两 个 给 定 的 一 次 形式 缩 并 后 , 就 给 出 应 力 密度 . 总 应 力 是 
应 力 密度 在 该 体积 上 的 积分， 这 是 应 力 张 喇 乘 以 体积 形式 所 得 


多 . 
到 的 (5) 型 张 量 的 缩 并 的 积分 .) 可 以 把 工 的 分 量 记 为 
了 Ep, 


, 艺 
这 个 表达 式 定 义 了 数 们 中， 它们 是 一 个 ( 型 张 量 密度 的 分 


量 . 《习惯 上 用 德 文 学 母 来 者 未 张 量 密度 )， 这 种 馈 度 的 变换 规 
则 是 
ET A ATT (4.31) 
2 
这 里 人 仍 是 雅 可 比 行 列 式 (dy 的 行列 或 )， 这 是 权 为 工 的 (0) 


型 张 量 密度 的 变换 磊 则 . 
权 指 的 是 变换 规则 中 > 因 王 出现 的 个 数 ， 贫 如 接 


» 


rr 


to 一 721 
变换 芍 数 是 一 个 术 汐 2 的 标量 密度 .推广 到 张 量 密度 雇 及 其 他 
权 上 去 是 容易 的 . (通常 的 张 量 是 权 为 0 的 张 量 密度 , ) 对 具有 
0 和 工 以 外 权 的 密度 是 较 难 解释 的 ,但 是 这 些 量 有 时 是 有 用 的 . 
在 本 书 中 我 们 不 去 论述 这 些 密度 , 而 更 喜欢 使 用 % 次 形式 本 身 . 


.入 广义 克 罗 尼 完 尔 5 符号 


列 维 - 齐 维 亿 符号 有 许多 有 用 和 有 趣 的 性 厦 ， 我 们 在 本 节 
和 下 一 节 中 将 讨论 其 中 的 一 些 性 质 . 下 加 我 们 在 前 面 遇 到 过 的 ， 
我 们 会 常常 遇 到 舍 。 的 乘积 , 如 ev"*en..n， 可 以 发 展 一 塞 系 统 
和 方便 处 理 它 们 移 方 法 . 
首先 我 们 注意 到 ， 在 二 维 情况 中 ， 对 于 任意 非 零 二 次 形式 
名 我 们 有 
2 (4.32) 
其 中 第 一 个 等 式 由 (4.29) 式 和 {4.30) 式 得 出 ， 推 得 第 二 个 结果 
的 最 简单 的 方法 是 ,只 要 注意 到 最 后 一 个 等 式 的 两 边 对 ( 站 和 
Gi, 力 都 是 斜 对 称 的 , 因此 考虑 ?xz 六 有关 1 的 情况 就 足够 了 ， 如 
困 不 管 符 号 ,那么 这 各 项 上 只 有 一 项 eine 一 1，(4.32) 式 的 右边 
此 时 显然 也 等 于 二 这 就 证 明了 了 结果， 用 类 似 的 一 系列 推理 ,可 
以 把 上 述 鱼 果 推广 到 一 般 的 呈 维 情况 中 去 ， 
和 WE 
一 3218 3 3 (4 .337 
可 以 用 一 个 缩写 的 适 号 来 表示 这 一 结果 ， 为 此 定义 下 列 p 次 5 
符号 : 
S14 p888, : (4.34) 
这 里 集合 G… 力 和 (全 都 含有 个 指标 。 于 是 作为 一 个 特 跌 
情况 , 就 有 
人 


ENE Hh, ( 生 .35) 
(nm 二 次 6 符号 既 过 缩 并 可 以 得 到 Pp 次 5 符 导 ,习惯 上 对 第 一 
对 指标 进行 ， 从 下 式 出 发 
Sir = PT) 1 dh 
再 对 各 项 重 排 如 下 ， 
pl 618fn ds!) p 18h...8. 
~p!8;81,88..80 —.…—p18!8f,8y.…8 
=p! {ndtdr..B 1 — Sindr 
一 全 3] 一 -一 
淄 此 对 % 维 空间 中 的 (p 十 1) 次 8 符号 经 过 一 次 缩 并 ,就 有 - 
HH = (RO— PL,, (4.36) 
" 习 题 和 和 芋 
(3》 说明 (4,36) 式 推导 中 每 一 步 的 道理 . 
(pb) 从 3 次 和 符号 经 过 (一 站 次 缩 并 给 出 下 列 玫 次 才 符 号 : 
1 (4.37) 
%—pp 
作为 加 次 5 符号 代数 运算 的 一 个 应 用 ， 我 们 米 计 算 三维 欧 
儿 里 得 空间 中 的 三 重 叉 积 。 在 笛 卡 几 华 标 下 , 运算 %” 用 到 
而 
所 以 


(VU xPy=enU i 


[x (DxP] ,end Up" em. 
应 用 (4.84) 式 和 t4.38) 式 ,有 
[Wx COP CB — BW 
-UWF VW.D). 
这 一 推导 其 如 此 的 灵巧 ， 这 就 完全 没有 必要 去 死记 三 重 又 积 的 
公式 了 ， 
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i a i 


各 .12 行列 式 和 er 
考察 一 个 定 阵 元 为 4 的 2x3 乞 阵 ,我 们 将 证 明 
des( 一 cidHd21 (4 .38) 

为 二 ,把 布 边 的 和 式 明晰 地 堆 出 ， 

| esd!AS eA A en Ar AY 
其 中 我 们 用 到 Ed1 一 sg 一 个 这 一 事实 ， 我 们 还 有 E13 一 一 ad 一 下 
因此 得 到 

_ 22 一 ADAY 

这 是 该 矩阵 的 行列 式 的 定义 。 下面 的 习 其 将 此 推广 旬 nxn 逢 
阵 .。 : 


“ 习 是 和 .他 


(a) 证 明 一 个 托 阵 元 为 45 Gj 一 1 9) 的 站 X 色 矩阵 的 行列 式 是 

Qetf4 一 后 ad21 A .39) 

《提示 ，nnxn 人 算 阵 的 行列 式 是 用 (nm 一 起 x (wn 一 14) 行列 式 通 过 宗 因 子 法 划 

来 定义 的 ， 应 用 这 一 法 则 ， 从 2 x23 矩阵 出 发 用 归纳 法 来 证 明 性 .39) 式 .) 
Cb》 证 明 


1 
et 


et 各) 一 Cabelas dd A ds 


* 习 是 4.49 

如 果 流 形 有 魔 规 , 命 代 呈 是 一 次 形式 的 一 个 正 交 归 一 基 , 并 定义 苗 
是 下 列 好 的 体 家 形式 : 

B=! A WI A A Dn, 
车 {2*} 是 省 意 坐 标 系 , 试 证明 
Bm |g lv A dt A A ir, C4.40) 

这 里 , g 是 由 该 度 规 张 重 芷 这 一 坐标 系 下 的 分 量 % 组 成 的 矩阵 的 行列 
起 


= 中 属相 = 


基体 地 讨论 一 下 三 维 欧 几 里 得 空间 的 情况 是 有 趣 的 .由 三 
个 向 量 4, 5 和 c 组 成 的 平行 六 面体 的 体积 ,是 以 这 此 向 量 的 分 
量 为 行 的 矩阵 的 行列 式 、 所 以 , 从 (4.39) 式 ,有 

体积 一 ctre 声 ;太一 CEBioe) =ai(B x oi=2 (x0), 

这 是 体积 的 另 一 个 熟知 的 表达 式 . 


和 .13 度 规 体 积 元 


在 如题 4.138 中 ， 我 们 用 流 形 的 度 规 来 定义 基 一 正 交 归 一 
基 拉 ,并 由 此 构造 一 个 称 之 为 “好 体积 形式 ”的 % 次 形式 名 
(C4,40) 式 )， 这 一 形式 是 否 应 有 有 “好 的 ”称号 ? 它 是 否 是 唯一 的 ? 
或 者 说 它 是 否 取 决 于 用 以 定义 它 的 特定 正 交 归 一 基 ( 后 者 显然 
不 是 唯一 的 )? 回答 是， 除了 符号 以 外 ， 它 是 唯一 确定 的 ， 为 
了 看 出 这 一 点 , 请 注意 o 在原 有 基 上 的 分 景 根 据 定 义 是 cs 
如 果 {of 是 另 一 个 正 交 归 一 基 ， 那 么 局 在 这 一 革 下 的 分 量 则 
是 eve， 这 里 了 是 从 {of 到 {o 的 变换 的 雅 可 比 行列 式 ， 
但 是 因为 这 两 个 基 都 是 正 区 归 一 的 ， 所 以 这 一 雅 可 比 行列 式 是 
士 1f 下 面 给 出 证 明 )， 久 此 ,形式 包 与 用 fo 定义 的 “好 ”形式 
之 间 最 多 差 一 个 符 导 ， 如 果 我 们 对 手 征 性 给 出 一 个 约定 , 并 用 
右手 正 交 归 一 基 来 定义 %， 出 名 就 是 叭 一 的 ， 因 此 对 寺 一 个 可 
定向 的 流 形 而 言 , 一 个 度 规 就 定义 了 唯一 的 一 个 体积 形式 . 从 
站 觉 上 来 看 , 当然 这 是 根本 不 足 为 奇 的 ， 

为 了 证 明 这 一 缚 果 ， 我 们 应 用 从 一 个 正 变 归 一 系 到 另 一 个 
正 交 归 一 系 的 变换 的 雅 可 比 行 列 式 《 即 变换 上 定 阵 性 的 行列 式 ) 
的 绝对 值 为 1 这 一 事实。 这 是 不 趴 证 明 的 .我们 从 度 规 张 量 的 
分 量 的 下 列 一 般 变换 规 财 出 发 ， 

grr = dy gua, 

用 和 失 阵 形式 即 可 写 为 {参见 2.29 节 》 


* 1 。 


(g) = (A) 0A). 
94 的 这 一 变换 规则 , 给 册 下 列 行列 式 之 间 的 关系 ， 
det{y }— det{g) [Getf 2. 
但 是 在 正 变 妇 一 基 中 , (9g;) 是 一 个 对 角 线 元 为 土 1, 而 其 他 各 元 
为 0 的 和 矩阵. 《回忆 一 下 ; 车 1 是 不 定 度 规 , 则 并 非 廊 有 对 角 元 
都 有 相同 的 符 导 . ) 因此 (gw 的 行列 式 是 土 1， 且 在 任何 正 交 归 
一 基 下 都 有 相同 的 符号 ， 所 以 ,对 于 雅 林 污 行 剂 式 , 就 有 
deitAd})=J= +1. 
在 不 定 度 规 时 , 对 侦 运 算 "*” 可 以 有 两 种 不 同 的 定义 ， 这 是 
因为 体积 形式 前 道 ws** 有 两 种 被 此 相差 一 个 符号 的 “自然 ”年 
六 我 们 以 前 采用 的 观点 是 
Os p= 
即 ci” 人 (corn. nn) 1 
但 是 当 有 度 规 存 在 时 ， 我 们 喜欢 通过 上 升 的 指标 定义 一 个 Ei 
次 向 量 必 ; | 
CO Sh ggim, ,ghrooym,.e, 
由 (4.89) 式 和 (4.40) 式 ,得 出 
(Gb |g| det (gm) edt 
现在 ,因为 (9 ) 是 (go 的 道 矩阵 ， (0) 的 行列 式 就 是 9g, ,因此 


有 BPE] 
(WN) 1 9 , (4.41) 


诉 我 们 专 前 有 过 
1 1 
Er 一 4.49 
Co (Omen gf? (人 
所 以 如 果 g 是 负 的 ,它们 就 着 一 符号 、 在 相对 论 中 (yg 是 负 的 )， 
我 们 习惯 于 在 逆 对 侦 关 系 中 使 用 ww。 这 就 在 诸如 (和 .37) 式 于 
样 的 一 些 等 式 中 引入 了 一 个 附加 的 负 号 。 


* G8 


TEL TY AL 


PH 


B 形式 的 微分 及 其 应 用 


哇 里 有 积分 运算 , 哪 果 也 就 有 微分 运算 ， 因 此 我 们 将 引入 
外 微分 运算 ， 它 对 形式 进行 运算 , 并 得 到 形式 (是 前 者 的 微分 ). 
外 微分 是 积分 的 道 运算 ， 这 一 点 的 确切 含义 将 在 下 面 要 证 明 的 
斯 托 克 斯 定理 中 反 酉 出 来 ， 该 定理 是 微 积 分 中 下 列 基本 定理 的 
推广 : 


| arf -fC0). (4.43) 


然后 ， 我 们 将 继续 去 揭示 微分 形式 和 偏 微分 方程 之 间 的 密切 关 
系 。 


和 .1 节 ”外 微分 


我 们 想 定 义 一 个 作用 在 形式 上 的 微分 算 子 ， 形 式 的 这 个 微 
分 算 子 把 形式 仍 变 为 形式 , 而 且 在 上 述 (4.43) 式 意义 下 , 它 是 积 
分 的 道 . 注意 , 如 果 形 是 一 个 一 维 流 形 , 把 零 次 形式 了 变 为 一 
次 形式 凶 的 算 子 G 确实 满足 (4. 委 ) 式 ， 因 此 , 我 们 所 要 做 的 就 
是 把 9 的 作用 对 象 推广 为 更 高 次 的 形式 类似 于 G 对 零 次 形式 
的 运算 , G 的 作用 必须 使 形式 的 次 数 和 并 高 ， 即 车站 是 -- 个 少 次 
形式 , 则 da 将 是 一 个 《2 十 了 次 形式 ， 推广 对 的 合理 的 方式 如 
下 ; 

Ci) HBTT) = (dB) + (7), 

Ciiy daMB) = (dD ABt (12.7. 

《iiiy dda) =0. 
其 中 各 表示 了 次 形式 , 让 和 了 站 示 9 次 形式 ， 手 质 Gii) 与 菜 布 
尼 兹 法 则 只 盖 ( 一 了 这 个 因子 之 所 以 出 现 ,是 因为 我 们 为 了 使 

人 


算 子 间作 用 末 名, 就 攻 须 使 它 “ 穿 过 ”mp 次 形式 % 而 这 就 诸 与 
PD 个 一 次 形式 进行 “交换 ”, 每 交换 一 次 就 给 出 一 个 因子 (一 14). 
这 一 性 质 将 保证 6 保持 法 则 人 (4.12) 式 ，( 具 有 性 质 (ii) 的 微分 
称 为 反 微分 ，) 性 质 (i 让) 初 看 起 来 是 奇怪 的 ,但 是 检查 是 一 个 
肖 数 了 的 情况 ,就 可 证 明 这 一 性 质 是 合理 的 一 次 形式 gf 具有 
分 量 B16z', 如果 有 两 次 微分 的 话 , 那么 它 的 分 量 将 是 妨 j1BejBe: 
的 线性 组 合 ， 但 是 作为 一 个 二 次 形式 ; 这 个 两 次 微分 将 对 指标 
E 和 j 了 是 镍 对 称 的 然而 名 /1/8r'Bm! 是 对 称 的 (篇 导 数 运算 可 
交换 )， 记 以 它 为 零 是 有 道理 的 ， 性 质 们 一 人 ii) 加 上 笠 对 函数 
的 作用 定义 就 唯一 确定 了 (这 是 一 个 定理 , 在 任何 一 本 标准 
的 参考 书 中 都 能 找到 这 一 定理 的 相当 长 的 证 明 ). 


习 题 4. 好 
ka) 证 明 国 
da(f dig) df Aig. (4.44) 
《<b》 如 果 
5 席 ; 村 站 da 
是 区 深 形 式 关 在 一 个 坐标 革 中 的 表达 式 ,试用 (ay 的 结 时 证明， 


a 和 Ai 


因此 有 


9 1 
Er 


(dy. = (p+1) (4.45) 


4. 想 ” 导数 的 标记 法 


从 现在 起 , 我 们 将 常常 用 到 人 篇 导 数 。 对 于 流 形 上 的 任意 荫 
数 了 的 偏 导数 , 有 下 列 标准 和 方便 的 符号 :， 


人 
=f,, (4.46) 


(注意 , 了 本身 可 前 是 一 个 张 量 的 分 量 , 如 果 是 这 种 情 癌 , 逗号 ” 
.就 出 现在 所 有 其 他 指标 以 后 : 


= $i (4.47) 
1 第 二 次 求 导 习 惯 上 用 逗号 后 面 的 第 二 个 指标 表示 , 如 
Bf (4.48) 


求 导航 次 序 按 指标 从 左 到 右 进行 (与 书写 8/8a* 的 习惯 次 序 相 
反 )， 正 如 2.27 节 中 讨论 过 的 , 必须 注意 到 偏向 分 并 不 是 对 分 
量 的 一 个 允许 的 张 量 运算 ,也 即 函 数 {Vi,x} 一 般 并 不 与 画 数 
sid Ey 
相等 , 这 里 后 者 是 从 另 一 些 标 系 通 过 变换 偏 导数 得 到 的 ，( 请 加 
忆 一 下 ， 在 3.4 节 中 定义 流 形 上 张 量 的 微分 时 对 有 关 问 题 的 讨 
论 . ) 对 标量 画 数 的 微分 是 一 个 例外 . 这 时 我 们 知道 :是 一 次 
形式 时 的 分 量 . 〔 这 里 值得 回顾 一 下 2.28 节 中 讨论 过 的 关于 
标量 和 两 数 之 间 的 区 别 .) 作 为 一 个 例子 ,下列 李 括号 
[UD, P=Vp,— VO, 

用 了 新 的 符号 ， 显 然 右 边 的 每 一 项 各 自 并 不 象 张 量 那样 变换， 
但 是 它们 合 在 一 起 却 能 按 张 量变 换 ， 同 样 ，(4.45) 式 中 的 偏 导 
数 也 是 以 一 种 组 合 形式 出 现 的 ， 这 种 组 合 形式 保证 了 它 按 张 量 
变换 。 

习 题 4.5 

证 明 i 在 一 般 的 从 标 变换 下 ; 并 不 按 张 量变 搞 , 随后 证 明 [ 如 , 祈 3 却 
按 张 量变 换 . 


使 用 把 微分 指标 置 二 所 有 其 他 指标 后 面 的 规约 ,(4,46) 式 
就 可 写 为 


(fa) — ( 一 9? (PDA), _ ‘4.49) 


一 一 = 了。 


和 . 外 微分 的 常见 例子 


-正如 栋 积 在 三 维 空间 中 给 出 又 积 那 样 ， 外 微分 (“ 栅 微分” 
给 出 旋 度 (curl)。 考虑 一 个 向 量 到 与 其 相伴 的 一 次 形式 的 外 
微分 是 
di 二 (odewt 二 wade + asdas) 
一 cdGzf 人 dot 0a wi A de + oo, sot A dwt, 
因为 te: 人 de: 一 0, 并 且 对 指标 2 和 8 也 有 类 似 的 等 式 上 式 成 


= (01.2 ~ oi) dw A 和 HL(m ~ 3,a) des A dw 
+ {gs,1— &, SE A des, 
其 中 显然 包含 着 旋 度 . 为 了 把 旋 度 作为 一 个 向 量 分 离 出 来 ,我 
们 取 G5 的 对 侦 ; | 
“6 一 (at 3 一 好 本 (de? A dw) 十 … 
全 


一 《ads 一 Wa) Es Bt 


= (ea 十 


"=x (4,50) 
因此 三 维 弃 间 中 的 旋 度 算 子 就 是 字 . 
不 仅 是 旋 度 , 还 有 散 度 (div), 也 能 从 外 微分 得 到 ， 对 应 于 
后 者 是 算 子 证 ， 即 从 向 量 云 出 发 , 先 取 其 对 个 ， 
本 “ 1 a br | 3 眉 
DD- (rt) 


(Ee 


即 


一 于 aaelngo 六 Qez 十 Hise 
— dr ds) 二 ., 


= 了 也 


然后 青 求 外 微分 : 
GE 一 e1Go 六 Go 六 Gaos 二 .… 
一 4 Ea 人 az 六 Ges 十 
一 (et)Goa A da MN dys. (C4. 本) 
《在 第 一 行 中 , 只 有 j=1 的 那 一 次 在 模 积 中 不 为 0, 出 此 得 到 第 
二 行 ，) 因 此 我 们 就 证 明了 : 
a= (TD, (4.52) 
这 里 人 ~ Bo: 入 Ba 入 和 是 笛 卡 儿 举 标 中 的 欧 几 里 得 体积 元 ， 在 
4,38 节 中 ,我 们 将 推广 这 一 散 度 公式 ， 以 通用 于 任意 流 形 和 任 
意 名 次 同 量 . 


习 题 4.16 

应 用 (4.50) 式 、(4.52) 式 以 及 4.14 节 中 花 性 质 ( 询 ) 证 明 , 在 三 维 欧 岂 
星 得 空 邮 的 向 量 分 析 中 ,一 个 族 度 的 散 度 以 及 一 个 梯度 的 旋 度 都 为 零 . 

9.17 偏 微分 方程 的 可 积 条 件 


委 形 式 本 鼎 一 样 ， 外 微分 与 微 积分 中 的 一 些 熟 悉 的 概念 是 
密切 相关 的 ， 举 一 个 重子 来 说 ,考虑 偏 微 分 方程 组 : 


gta, 9), 2 ~h(s, 9). (4.53) 
设 (c， 人 是 一个 流下 的 到 标 网 上 你 方 科 组 可 写成 
i= 
这 里 @s 一 g, 4y 一 及 这 一 方程 又 可 写成 与 坐标 无 关 玖 形式 ， 
df 6, (4.54) 


这 里 五 是 一 个 分 量 为 了 和 无 的 一 次 形式 ， 现 若是 此 方程 的 一 
个 解 ,由 通过 用 和 对 它 作 用 ,我 们 就 能 得 到 一 个 正确 的 方程 ; 
I) = 


» 1F3e 


但 是 根据 定义 各 的 性 质 (iiit)， 上 式 堪 边 为 零 ， 这 就 得 到 该 方程 
解 存 在 的 一 个 必要 条 件 : 


d=0 
用 分 量 形式 来 表示 , 即 有 
tn n 0. 
实际 上 ， 0 二 维 流 形 上 前 一 个 二 次 形式 ) 这 仅 是 一 个 方程 
Pao Be Bg9 二 
Or ay Dr 一 人 . (4 55) 


当然 , 这 就 是 方程 组 的 可 积 条 件 ， 这 样 , 外 微分 运算 就 从 几何 上 
导出 了 这 些 条 件 , 而 且 由 于 使 用 符号 的 身 洁 , 所以 这 通常 是 导出 
这 一 条 件 的 最 容易 的 方法 .可 积 条 件 也 是 解 存在 的 充分 条 件 ， 
这 一 事实 将 由 4.26 节 所 表述 的 弗 罗 比 纳 斯 定理 记 保证 . 


4.18 恰当 形式 

扫 据 外 微分 公 的 定义 ， 从 = 入 能 推出 蜡 --0。， 于 是 就 会 
自然 地 回 其 遵 命题 是 否 成 立 , 即 如 果 号 一 0, 此 时 是 否 存 在 一 个 
记 使 得 -py 满足 各 =0 的 形式 & 称 为 闭 的 , 满足 2 一 旷 的 
形式 各 称 为 恰当 的 。 闲 的 形式 是 否 是 恰当 的 ?在 下 -一 节 中 ,我 们 
将 证 明 , 在 下 面 记 指 的 意义 下 ,回答 是 肯定 的 ， 考察 点 卫 的 一 
个 部 域 多 , 在 其 中 和 处 处 有 定义 , 且 配 =0， 隆基 存在 卫 的 一 
个 足够 小 的 邻 域 , 在 其 中 育 处 姓 有 定义 , 是 有 6， 显然 , 记 
不 是 唯一 的 : 对 于 (具有 适当 次 数 的 ) 任 意 7, 让 十 入 也 能 满足 要 

我 们 只 能 汤 定 ， 闭 形式 是 局 部 恰当 的 ， 因 为 这 一 命题 在 整 
体 上 不 一 定 总 是 正确 的 . 给 定 流 形 中 的 任意 一 个 区 域 9, 竺 其 中 
有 定义 县 是 闭 的 , 此 时 也 许 不 能 找到 一 个 育 在 多 中 处 处 有 定 
义 , 且 使 得 &=8, 
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: 我 们 举 一 个 如 中 的 粳 子 ， 考 韦 图 4.7 中 曲线 多. 和 所 
包围 的 加 环 ， 并 使 用 原点 卫 在 %s 中 的 竺 卡 多 坐标 % 和 和 y， 下 
列 一 次 彩 式 
zy ody 

er 

在 此 两 曲线 之 闻 处 处 有 定义 , 且 具 有 da=0 的 性 质 , 这 是 容易 验 
证 的 。 是 否 存在 一 个 函数 了 使 得 &- SP 如 果 我 们 引入 通常 的 
极 坐 标 y 和 6, 于 是 容易 看 到 & 一 人 甸 ， 因 此 我 们 显然 有 “肯定 的 ” 
回答 。 但 是 此 时 却 有 一 个 问题 ， 在 我 们 感 兴趣 的 区 域 中 ， 即 在 
和 名 之 间 的 区 域 中 ,8 不 是 处 外 都 是 一 个 单 值 的 连续 函数 ， 

所 以 显然 & 在 此 区 域 中 是 处 处 都 有 完美 的 定义 ， 但 却 不 存在 本 
数 ,使得 处 处 有 & 一 fF， 所 以 回答 是 局 部 地 “肯定 的 ”, 而 整体 
上 却 是 “否定 的 ”.. 如 果 我 们 扰 赂 名 ,并 考虑 i 的 整个 内 部 ， 
这 个 问题 就 不 存在 了 因为 4 在 zy 一 0 处 没有 定义 ， 类 似 
地 , 如 果 我 们 考虑 图 4.8 所 示 的 区 域 , 这 个 问题 同样 也 不 复 存在 
了 : 因为 此 时 和 在 多 内 部 处 处 有 定义 ,而 且 在 多 内 部 也 可 选择 
8 为 音 值 连续 的 ， 因 此 ,在 这 个 简单 的 例子 中 我 们 已 看 到 , 最 然 
局 部 地 和 ~0-3% 一 所, 但 回 体 的 
问题 (是 次 处 处 有 定义 ) 却 取决 
于 所 考虑 的 区 域 . 


新 一 


图 #, 间 中 约 个 类 似 杆 闭 4,7 


的 区 域 ， 得 其 这 界 是 一 条 单 过 通 
线 , #8 在线 卫 点 的 任意 r= 常数 的 
图 .7 品 ? 中 的 一 个 圆 乓 区 域 ， 该 区 加 上 的 不 连续 处 她 从 23m 妹 到 0 的 
域 并 不 包含 它 的 酉 条 边界 、 地 方 )， 可 以 选 得 出 现在 多 的 外 部 - 
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显然 ,我们 是 在 讨论 一 个 区 域 或 一 个 流 形 的 拓扑 的 村 一 方 

面 ， 研 究 这些 决 定 闭 形式 和 人 恰当 形式 之 间 关 系 的 拓扑 性 质 的 理 
论 称 为 上 同调 理论 ， 在 后 面 证 明了 斯 攻克 斯 定理 以 后 , 就 将 有 
足够 的 数学 工具 ,使 我 们 能 在 4.24 节 中 简短 讨论 一 下 上 同调 理 
论 ， 

*.19 闭 形 式 局 部 恰当 性 的 证 明 

我 们 将 证 明 下 面 一 个 称 为 者 加 莱 引 理 的 定理 ， 说 去 是 一 个 
名 次 财 形 式 (4 一 0), 它 在 型 的 一 个 区 域 中 处 处 有 定义 ， 并 
设 世 有 一 个 到 B* 的 童 位 开 球 ( 即 再 (ce)3 上 (2 十 … 十 (am)? 一 
: 工 定义 的 球 Br 的 内 部 ) 上 的 1-1 可 微 跨 射 ， 于 是 在 如 中 存在 
(2p 一 次 形式 满足 5= 和， 

在 证 明 该 定理 之 前 , 让 我 们 先 来 看 看 这 一 肌 射 是 怎样 的 . 最 
然 , 这 意 昧 着 可 由 单独 一 个 拓扑 上 的 笛 卡 儿 举 标 系 所 覆 益 ， 这 
确实 是 对 可 的 一 个 拓扑 条 件 : 图 4.7 所 示 的 区 域 并 无 此 种 坐标 
系 , 而 图 4.8 所 示 的 区 域 却 有 此 种 学 标 系 《如 图 4.9 所 示 )， 其 
他 一 些 种 类 的 区 域 , 也 会 有 这 种 觅 射 ， 例 如 , Br" 本 身 就 可 以 通 
过 下 列 一 些 方 程 胰 到 它 的 单位 开 球 上 去 ， 


yi (4.56) 
. rr 人 
一 [C+ (0 上 (on (4.57) 


因为 根据 这 两 个 方程 ,有 - 
FT 2 are 说 了 (4.58) 
这 个 映射 ， 甚至 在 原点 也 是 一 个 0” 映射 , 这 一 点 可 以 通过 把 
azc 饮 了 展开 或 泰勒 级 数 看 出 ; 
1 


are 启 r 一 一 可 只 十 车 瑟 一 二 
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图 #4.9 图 4.8 所 示 的 区 域 到 芒 中 单位 开 球 (单位 国 的 内 部 ) 上 
的 一 个 隐 射 。 点 线 贞 为 点 线 ， 床 绕 肌 为 记 线 ,还 标 出 了 凡 个 典型 
的 点 ， 显 然 这 一 映射 可 以 构成 C” 的 ,只 村 边界 曲线 多 是 0” 的 ， 
为 了 证 明 本 定理 , 我 们 应 用 口中 的 坐标 性 米 构造 我 们 所 
要 寻求 的 形式 启 假 定 ax 是 ， 
让 一 oz1， 1, We) rt he A ds, | (4.59) 
这 里 每 个 分 量 ox 都 有 个 指标 . 把 5 与 “ 径 向 向 量 "7( 在 仅 标 基 
中 , 它 在 任意 点 的 分 量 都 是 zt …, 2 站 ) 缩 并 ,并 把 所 得 的 (p 一 1) 
次 形式 记 为 &， 于 是 根据 (4.13) 式 , 有 


rh (4.60) 

现在 我 们 定义 一 些 沙 数 : 
Bi Wl, AN) | dow (tl, tn, oe, tr) vd. _ 
(4.31) 


这 个 积分 是 治 着 坐标 系 中 章 径 向 线 积 的 ,而 {分 凡 万 也 在 其 上 : 
这 些 函 数 定义 了 一 个 (p 一 1) 次 形式 读 
育 = Bd -A Gor, 
而 此 时 我 们 能 作出 & 一 护航 论断 . 
直接 的 代数 演算 就 能 证 明 这 一 点 ， 从 他. 蝗 ) 式 ,有 


本 8 
(dp) or Tp gl (4.62) 
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次 易 求 得 异 数 为 : 
Dr B= tte nll, oo, fo) 
+ tome tn, ee tang 《4.63) 
为 了 对 指标 [好 … 问 斜 对 称 化 ,我 们 (首次 ) 求 助 于 总 的 封闭 性 : 
0 Og = Ou HO ej LR (4， 64) 
这 里 , 符号 “| | ”表示 其 中 的 指标 不 在 由 “[ ]? 遍 斜 对 称 化 的 范围 
之 中 . 但是， “前 分 量 对 它 的 所 有 指标 已 是 全 对 称 了 了 所 以 最 初 
的 2 项 是 一 样 的 ， 因 此 我 们 有 
和 一 2 一 lip 5 
将 此 代入 (4.63) 式 射 对 称 后 所 得 到 的 表达 式 的 第 二 个 积分 之 - 
中 ， 并 把 所 得 结果 代入 (4 63) 式 ,就 有 . 
pv 汕 = Tpt? wee ‘Eta, 轴 fr") | 
te wit, ee 加 
. “| 入 [troy ey, (fy 1 ta) 1 
一 oa sy (4.66) 
定理 证 替 . i . . 
1 
证 明 方程 式 (4.6 抱 和 (4.65)。 
习 题 4. 娩 


应 帅 局 部 恰当 定理 证 月 : 在 : 三 维 欧 儿 里 得 向 量 运 算 中 ,一 个 无 施 的 疝 
景 场 局 部 地 是 一 个 梯度 ， 而 一 个 无 散 的 向 轩 场 局 部 地 是 一 个 散 朗 ， 


这 时 有 次 点 注意 事项 可 一 下 . 第 一 点 是 ,如 44.18 节 已 提 
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过 的 ,我 们 构造 的 形式 让 并 不 是 唯 一 满足 锁 一 < 的 (p 一 1 次 形 
式 ， 第 二 点 是 ， 我 们 仅 给 出 了 闭 形 式 是 恰当 形式 的 一 个 充分 条 
人 忻 ， 上 同调 理论 揭示 了 许多 更 复杂 的 流 形 ,在 其 上 闭 形式 仍然 
是 俗 当 的 (参见 44.24 节 )。 . 


4.20 形式 的 李 导 数 
我 们 将 证 明 % 次 形式 关于 向 量 场 了 的 李 导 数 的 下 到 有 
用 的 表 达 式 ; 
LO PF)] + (do) (FY. (4.67) 
即 b 光 形式 .Zr 名 是 网 个 Jp 次 形式 的 和 ， 第 一 项 是 名 () (o 与 
严 的 缩 并 ) 的 外 微分 ; 第 二 项 是 6 与 广 的 缩 并 ， 证 明 相 当 长 ， 
初恋 时 可 以 跳 过 去 ，(4.67) 式 的 结果 有 很 自然 的 地 方 : pw 是 
包含 了 和 名 的 一 个 加 次 形式 ; 如 果 (4.67) 式 的 左边 能 通过 对 来 
构造 的 话 ( 这 是 我 们 所 料想 到 的 , 因为 李 导 数 和 外 微分 仅 涉及 到 
该 流 形 的 微分 结 移 ), 那么 (4. 入 ) 式 的 左边 必 与 我 们 内 严 ,o 和 
G 三 者 反 能 构成 的 两 个 史 次 形式 有 关 . 事实 上 正 是 它们 的 利 . 
用 有 归纳 法 素 证 明 。 为 了 简洁 起 见 , 我 们 在 本 节 的 下 面部 分 
市 省略 符号 上 上 面 的 “~” 柑 记 ， 
证 明 先 对 名 是 零 次 形式 ， 即 一 个 函数 了 了 进行， 此 时 了 与 玉 
的 缩 并 根据 定义 是 零 , 而 了 的 外 微分 为 df、， 若 广 =d/d%, 则 我 
们 有 af( 产 ) 一 df/d%， 但 是 这 也 等 于 Zp] 一 Cf) 一 4f/9%， 这 
就 在 最 简单 的 情况 下 , 证 明了 (和 .67) 式 ， 
接 下 来 要 对 一 次 形式 串 进 行 证 明 ， 我 们 采用 分 量 记 号 : 
wo Vid [w(tFY) = Cop) ,sd 
dw =d C0 dw == (dp) A di 
ol do A de — tors (de Or — do) 
(do) (FY) = do (PYdei~ doi(F dg] . 
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.以 及 


一 上 iT 一 biyPidof 
把 这 些 表达 式 结合 起 来 , 就 有 
do(P)] -+aoF) = [os Tt or do, 
从 (3.14) 式 可 知 , 这 就 是 .Zp@， 
再 用 归纳 式 进行 余下 的 证 明 ， 因 为 一 般 的 忆 次 形式 可 以 表 
达 为 一 些 项 (每 一 项 基 一 个 函数 与 2 个 一 次 形式 枫 积 的 乘积 ) 的 
一 个 和 式 , 即 - 


w= li A a 六 dar, 
有 上 


所以 对 于 能 写成 

w= font . (4,68) 
的 形式 去 证 明 该 定理 就 已 经 足够 了 ， 根据 归纳 法 ,我 们 假定 
与 5 都 能 使 (4.67) 式 成 立 , 于 是 有 


Pro (Lp NNbTI Lp Mb+FaN (FpE) 
~df(PYeA b+ fF{d[o (P+ doa) (FI}AB 
+feA {dip)] +ab) DP)}. 
但 是 我 们 又 已 知 (如 果 & 是 一 个 Pp 次 形式 )， 
dAfo(PYI =dlfe (PF) AB+(—1) Tan dP) 
一 E&F[(e 和 区 (F)] 十 Pd[e( 严 站 人 
十 (一 3)7"1iacF )A db . 
+(-1)raeA\ dT) +en [da5(F)]}, 


(dao) (PY [dfAaN bd +fdaN B+(—1)"fa ndb](F) 
df (FeNBb—AfA Leno) FY] 
+flda(F YAbtC— riden dF) 
+(—1l)raT) Ad +aAdb pF)], 
于 是 把 这 两 个 结果 相 加 ， 就 能 得 出 .pew 的 表达 式 (4. 妇 )， 这 
就 证 明了 该 表达 式 对 于 一 般 形 式 都 成 立 . 


配合“ 


.91 地 导数 和 外 微分 的 可 换 性 
(4.67; 式 的 一 个 非常 重要 的 推论 是 这 导数 与 外 微分 可 换 


《参见 (4.69) 式 于 面 的 叙述 )、 为 了 证 明 这 一 点 , 注意 对 于 任意 
_ 形式 w( 为 简洁 起见 , 也 省 路 “~” 记 号 ), 因为 oo 所 以 有 

Lrdw—didw) FY). 
但 是 ,租用 一 次 李 导数 公式 , 就 有 

(da) (FY = Lrw -dlolF)]. 

因此 ,又 一 次 因为 dd 一 0, 就 能 得 到 

pm) = dF pw), (4.69) 
本 导数 与 外 微分 可 换 ! 事实 二, 这 是 d 的 一 个 更 为 基本 性质 的 
一 个 特殊 情况 而 已 。 对 这 一 专题 的 更 详细 的 讨论 能 得 出 这 一 性 
质 , 了 出 即 存 在 与 谈 流 形 的 任意 可 微 上 瑞 射 可 交换 的 根据 ，( 在 证 
明 习 题 3.9 最 后 第 二 部 分 时 , 谱 用 这 一 可 换 性 就 容易 乡 了 !) 


4.22 斯 托 克 斯 定理 


我 们 现在 能 够 证 明 甸 微分 和 积分 是 彼此 相 壕 的 ， 四 为 在 
维 流 形 上 形式 的 积分 只 对 m 次 形式 定义 的 ， 记 以 道 性 质 只 适用 
二 (n 一 1) 次 形式 的 外 微分， 而 且 ,因为 只 定义 了 “次 形式 的 定 
积分 ( 即 积分 给 出 一 个 数 ,而 不 是 另 一 个 形式 ) 所 以 类 做 于 方程 
(4.43) (出 现在 本 章 B 部 分 的 开始 ) 的 逆 关 系 , 必须 抠 % 次 形式 
人 的 积分 与 另 一 个 积分 , 即 名 的 积分 关联 起 来 ， 但 是 (m~1) 次 
形式 只 能 在 一 些 (n 一 1 维 超 曲面 上 积分 , 因此 我 们 就 自然 地 
去 寻求 一 个 定理 , 它 把 6 在 一 个 有 限 区 域 上 的 积分 与 全 在 该 
区 域 的 边界 ( 它 是 (m 一 才 维 的 } 上 的 积分 联系 起 来 .然而 ,我 们 证 
明 这 个 定理 (下 面 的 芙 式 人 .76) ) 的 方法 是 有 点 间接 的 ， 这 是 为 
了 避免 通常 的 一 些 证明 中 所 包含 的 完 长 计算 ， 我 们 将 先 考察 因 


4 本 


粹 分 区 战略 微 改 变 时 ,该 积分 值 的 改变 (考虑 到 一 阶 ) 
因此 ， 证 我 们 来 考察 一 个 % 次 形式 名 在 wm 次 流 形 形 的 ” ， 
个 区 域 D 上 的 积分 ， 设 可 有 一 个 光 江 可 定向 的 边界 , 记 为 BE ， 
这 指 的 是 型 的 一 个 (w 一 1) 维 可 定向 子 流 形 ,， 它 把 MK-aD 党 六 了 
本 个 不 相交 的 集合 U 和 0U(D 的 补 集 ), 使 得 连接 UU 中 的 一 店 ; 
和 OF 中 的 一 点 的 任意 连续 曲线 必须 包 播 绍 的 一 个 点 ， 沟 苗 ， 
单 起 见 ,我 们 假定 80 是 迷 通 的 , 虽然 这 一 点 并 不 是 必要 的 ， 图 
4.10 给 出 了 一 些 例 子 。 现 设 寺 是 开 上 的 任意 向 量 场 ， 且 考 开 . 
由 谈 积 分 区 域 (不 是 形式 6 受到 一 个 没 革 的 李 拉 虚 后 ， 引 起 的 
变化 ， 因 此 , 原来 的 区 域 通过 沿 志 移动 一 个 参数 距离 < 以 后 。 就 
有 一 旅 区 坡 J(e) 和 一 族 边 蜡 8 果 (0， 而 DG=TGOD 及 6 一 ， 
80(0). 图 4. 坟 说 明了 这 一 点 . 1 


攻 杀 10 贞 有 * 二 " 的 流 形 如。 出线 师 和 二 单 独 部 不 总 过 
办, 畦 汶 它们 不 能 把 半分 成 "内 部 ?和 "外 部 ?并 舍 铭记 是 一 
全 由 不 连通 子 流 形 鬼 成 的 边界 。 与 之 相反 ， gs 是 一 个 牵 通 边 具 、 


由 此 引起 的 名 5 的 积分 的 改变 就 是 50《) 上 的 积分 时 两边 
并 之 网 区 域 上 的 积分 1 


本 . : J 2 5 人 (4.70) 


* 下 号 好 + 


fa La 六 者 


; **}，- 通 过 沿 台 的 李 拉 上 奥 ,我 们 对 满足 在 其 中 台 不 


与 60 相 雪 的 任意 坐标 片刻 在 于 中 的 一 个 邻 域 , 构造 坐 标 


{ol=e, we, my, +, Ee} 
(参见 图 4.13)， 这 就 对 
FyV(0) “上 ”的 ， 在 
和 (0) 与 90 (e) 之 闻 的 
区 域 SF Cte)， 定 义 和 提 
供 了 一 个 坐标 系 ， 我 们 
先 计算 在 这 一 区 域 上 
的 积分 ,然后 再 把 它 推 广 
到 整个 507Cs) 上 面 . 
在 我 们 的 坐标 下 , 有 


和 _ 一 

图 4.1i 通过 沿 着 的 积分 曲线 位 称 一 个 
参数 距离 ,UU 一 V0) 形 变 为 Ut ， 几 中 的 
桨 号 表示 了 向 县 号 ¢ 当 5E 急 小 时 )。 0 与 
0 (之 间 的 区 域 是 0 人 


oO—= 0, oe, HA de 
如 果 e 很 小 5 名 的 下 述 积分 为 
| 5 


-hi li] 


x de ga 


-中 Dee ~ zy | 
= iO) 
闭 寻 了 35 的 一 企 坐标 片 了 的 邻 域 的 
一 个 党 标 系 ， 在 了 中 刘 不 与 0 梢 切 ， 
区 域 8V Ce 由 于 的 穿 过 六 的 那些 如 分 -| SEY, +olCey. 
然 寺 的 ， 并 与 恋 的 参数 距离 <<e 的 所 和 有 r la 
点 所 构成 的 。 (4.71) 
最 后 一 行 的 得 出 是 基于 (13) 式 以 及 Byao 一 这 一 事实 . 
等 式 (4.71) 并 不 上 底 束 于 我 们 所 构造 的 坐标 , 但 它 要 求 在 入 
1 记号 0 多 表示 , 当 6->0 时 满足 g(6)/e-20 的 任意 夯 数 2G)， 


兴 de dw oCe) 


中 不 应 与 0 相 切 ， 故此 式 显然 能 基 用 于 80 的 任意 区 域 , 具 
要 它 的 边界 出 其 上 与 60 相 切 的 点 所 构成 . 车 这 些 点 构成 3 
的 具有 较 低 维 数 的 于 流 形 (如 图 4.11 所 示 }， 那 么 它们 不 会 引 
起 问题 .它们 正好 拒 0 分 割 成 不 同 的 区 域 亚 ( 们 , 侧 对 其 中 每 一 
区 域 他 .70) 式 都 成立， 另 一 方面 ， 著 在 30 的 一 个 开 区 域 中 ,2 
与 90 相 切 , 则 此 时 李 拉 电 简 单 地 把 这 一 区 域 映 为 自身 ， 并 且 根 
本 不 政变 名 前 积分 , 因此 (4.,71) 式 仍 成 立 , 社 式 子 两 边 都 为 零 
证 以 ， 我 们 能 把 俯 .71) 式 应 用 在 整个 a0 上 , 把 它 与 (4.70) 式 结 
合 起 来 , 给 


df ~ 1rf ~ 
de re Ea 3 5 vo) 可 -上 © | 


现在 ,我 信 从 该 区 域 灌 志 的 李 拉 鳞 的 构成 ,来 推 得 (d/de) | 

的 另 一 表达 式 、 在 任意 新 的 点 上 ， 被 积 函数 与 原 被 积 函 数 的 郑 
为 exw+ole)， 所 以 我 们 得 到 

工人 ol gt (4.73) 


Qe Jere 多 roy 
但 是 他 .67) 式 给 出 的 ro 的 表达 式 , 在 此 时 特别 简单 ， 这 是 因 
为 dw 是 一 个 (1) 次 形式 ， 故而 民 等 于 零 ,因此 我 们 有 


.26 SI 
把 这 一 结果 与 我 们 以 前 给 出 的 (d/de)| 宫 的 表达 式 结合 起 来 ， 


我 们 昔 得 到 散 度 定理 (下 一 节 的 氢 述 使 我 们 明白 为 什么 要 起 这 
样 的 名 称 ): 


(4.12) 


Ta 人 5 (40) 
现在 因为 各 和 是 任意 的 ， 故 而 SE 就 是 一 个 任意 的 Co 一 功 


084. 


形式 .因此 我 们 就 能 把 (4.74) 式 写 成 对 定义 在 型 上 的 任意 
| 到 -| pA [4.75) 
当然 在 上 式 右边 ,我 们 必须 把 < 限制 在 2 上 . 

如 图 4.11 那样 ， 设 性 是 二 维 的 ， 我 们 容易 看 出 ，(4.,75) 
式 就 是 欧 几 时 得 向 量 运算 中 我 们 所 熟知 的 斯 托 克 斯 定理 于 是 
设 各 是 一 个 一 次 形式 ，5 一 ada5 Ga= (ol 一 anDGareaa'， 把 5 
限制 在 327 上 意味 着 仅 多 许 它 作用 在 了 -ad 上 , 即 曲 线 277 的 
一 个 切 疝 量 主 ， 于 是 我 们 有 有 


[es dae de au -5 4 一 [sa 


4.33 高 斯 定理 和 散 度 的 定义 


斯 托 克 斯 定理 还 包含 向 量 演算 中 通常 所 谓 的 高 斯 定理 . 作 
为 例子 , 回 到 (4.74) 式 ,在 型 的 某 一 个 区 筷 抑 中 考 环 侣 标 ， 使 
得 名 dw' 信 … A dor， 于 是 名 与 上 的 缩 并 是 

TE) Ea A A ln edt A st, 
(4.76) 


dO = yA do A A do" 
+ 总 dt GaaA ca，…Gz 十 … 一 此 后 
类 似 于 欧 儿 里 得 几何 , 我 们 定义 向 量 场 2 的 “名 散 度 ”为 
(divat) m=0[6 (2)]. (4.77) 
如 果 在 于, 吕 节 所 定义 的 B00 的 坐标 片 玉 中 ,我 们 仍 使 用 使 得 680 
是 w' 为 常数 的 由 而 的 那 种 坐标 , 那么 (2) 在 20 上 的 限制 再 一 


1585. 


次 为 
DE lao— Fd A A on dot (EG? A A dm, 
更 一 般 地 , 车 元 是 一 个 垂下 于 8 的 一 次 形式 〈 即 在 与 8L7 相 切 
的 任意 向 量 习 上 ,有 (站 一 0), 且 车 5 是 使 得 

训 一 序 人 六 
的 任意 (% 一 二 次 形式 , 那么 我 们 得 到 %(E) 10 一 iCE)&|az， 这 使 
《4.7) 式 具有 十 列 形 式 ， | 


| avap5-| is, (4.78) 
其 中 台 限 制 在 60 上， 且 j 人 & 二 省 ， 如 果 使 (4.76) 式 成 立 的 耸 
标 有 覆盖 整个 可 ,那么 这 就 是 | 
| gdre— dt 9) 
这 是 BR* 中 高 斯 定理 的 通常 由 达 式 . z 
习 题 4 均 


” 最 热 (4.78) 式 定义 的 生 不 是 叭 一 的 ;但 斌 证 一 且 甸 给 定 ， 则 限制 各 | ww 
是 惟一 的 . 证 肯 邹 可 以 确定 到 标 度 变换 一 所 ,这 里 于 是 尾音 处 处 不 为 等 
移 函 数 ， 且 证 明 在 确定 到 名 |ao 玉 六 滋 |av 下 是 唯一 的 ， 由 此 得 出 CE) |aw 
是 准 一 约 结 沦 . 


如 果 有 度 规 , 那么 在 我 们 关于 的 散 度 的 定义 中 , 汪 的 任意 
性 这 一 点 就 可 以 通过 使 用 度 规 体 积 元 (4,13 节 ) 予以 消除 。 这 
样 做 会 形成 符号 上 的 不 确定 性 , 但 (4.34) 式 表明 divasE, 事实 上 
是 与 此 符号 无 关 的 。 (4.79) 让 表明 R" 中 的 通常 散 度 使 用 形式 
dwt 人 … 信 dwn， 它 正 是 欧 几 里 得 度 规 的 度 规 体积 元 

习 题 4.20 | 

如 果 选 取 坐 标 使 得 名 =? 人 A 人 dv， 那么 试 从 如 ,77) 式 证 明 
1 


divaE=F (ED). (4.80) 


司 题 并 
在 三 维尼 此 电 得 空间 中 ,好 体积 三 次 形式 是 匠 ~=izx A iy A dz， 证 明 在 
际 衫 坐标 中 ， Se 人 人 6A， 应 用 疆 .8 中 式 证 明 向 时 
E 0/Or+E°0/00 1k"2/e0 


的 散 度 是 dv 各 六 (+ 页 cpl0+3 


习 题 东台 


在 流体 动力 学 (以 及 在 物理 学 的 其 他 许多 分 支 ) 中 , 我 们 讨论 连续 性 方 
程 ， 用 通常 的 张 重 演算 形式 可 以 把 该 方程 二 成 
tdiv pV) 0. 
这 里 p 是 质量 密度 (或 其 他 守 忆 量 ), 而 下 是 其 流量 率 ， 按 习题 二 .31 定义 
Vd A dy A fls, 且 应 用 共 动 时 间 求 导 算 子 {8/3t 二 如) “在 第 五 间 中 将 
要 详细 讨论 )， 试 证 该 连续 性 方程 可 表 注 


(E+ 4%) 


这 就 全 得 我 们 可 以 把 pg 大 作为 流体 上 的 动力 学 守 查 体积 三 次 形式 ， 这 
里 对 任意 流体 元 指定 的 “体积 "是 这 一 元 的 质量 ， 


习 题 4.%8 

(0) 由 4, 77) 式 证 明 向 量 各 的 散 朗 还 可 以 表示 为 
' divat —**E, {4.81) 
”这 里 的 +” 运算 是 早先 引入 的 关于 名 的 对 偶 . . 
by 对 主任 意 如 次 向 是 下, 定义- 吕 1 | 
- div .FPF= — IY" imd*E, i . { 生 .Bo 
:证 明 ,diva= 亚 是 一 个 (一 节 次 向 量 ， 著 在 车 一 坐标 系 中 名 有 分 量 e.P 试 
:证 用 这 些 坐 标 时 , 有 1 . - : 
diye 《人 .83) 


- 
-| 


(ce 把 (4.80 式 推广 到 六 次 向 景 - 
习 是 下. 持 


(a》 在 球面 音 上 ， 试 应 用 斯 托 克 斯 定 悍 证 时 : 一 个 二 次 形式 名 是 怡 
当 的 ( 即 它 是 男 一 形式 的 外 微分 ) 必 要 条 件 是 


| j~0. 

《提示 : 如 无 边界 ，) 

Cb》 证 明定 义 在 瑟 上 的 下 列 二 次 形 式 : 

Sidr? A da, 
当 在 单位 球面 5*( 作 为 EB? 的 子 流 形 ? 上 积分 时 , 其 值 汐 
j= 

《提示 :考虑 和 在 型 中 是 什么 ?) 因为 上 的 任意 二 次 形式 都 是 闭 的 
《为 什么 中 ;这 就 证 明了 ;在 87 上 不 是 每 一 个 团 二 次 形式 都 是 治 当 的 . 

Le) 证 明 8 上 的 每 一 个 闲 一 次 形式 站 都 是 恰当 的 . 提示: 在 癌 的 
一 部 分 上 对 纺 积分 ). 


和 4.34 ”对 上 同调 理论 的 简短 讨论 


上 面 的 习题 4.234 说 明了 ,如 何 应 用 斯 托 克 斯 定理 来 研究 一 
个 流 形 的 那些 决定 闲 和 恰当 形式 之 间 关 系 的 整体 性 质 ， 设 
Zr( 了 H) 是 用 上 所 有 闭 p 次 形式 (所 有 满足 绽 一 0 的 的 的 集合 ， 
又 设 Br?CM) 是 路 上 所 有 恰当 p 次 形式 ( 凌 有 满足 2 一 纺 的 各 的 
集合 . 这 两 个 集合 都 是 实数 上 的 向 量 空间 , 例如 说 ,车 匀 和 启 是 

. 闭 p 次 形式 , 则 对 于 任意 实数 & 和 如 28d-58 也 是 闭 的 .事实 上 ， 
因为 各 =0, 所 以 B? 是 2 的 一 个 子 空间 , 我 们 现在 来 说 明 如 
何 把 Z?(M) 分 解 为 关于 mod Br(H) 的 等 价 类 ， 对 于 形式 各 和 

”名 , 如果 它 们 的 蔗 是 B?CM) 中 的 一 个 元 素 ， 

一 一 66 (4.84) 

， 那 么 称 的 与 中 是 等 价 的 《 记 作 m0). m 的 等 价 类 是 由 所 有 


* 188 = 


与 它 等 价 的 闭 形 式 纸 成 的 集合 击 所 有 等 怖 类 构成 指 集 合 称 为 
型 的 第 只 阶 德 瘟 姆 二 同调 向 晤 室 间 ,并 记 作 ?7( 订 ). 


站 


* 习 题 羡 . 踊 

人 a》 对 于 关系 司 ， 如 果 它 其 有 下 列 性 质 ， 人 各 对 于 任意 名 有 六; 
《说 消 盏 总 则 sg GD 若 Ex 育 和 六 必 学 , 则 gs 和， 这 时 我 们 称 这 
一 关系 为 等 价 关系 .. 证 阴 必 80) 式 确实 定义 一个 等 价 关系 

《pb) 洲 87 是 任意 的 向 量 空间 , 而 B? 是 它 的 一 个 子 空间 , 那么 我 们 
已 定 炎 的 等 价 类 的 集合 称 为 2 关于 了 2 的 商 ， 空间 ， 并 记 作 2Z*/B?. 让 
22/Br 是 向 量 空 间 ，( 称 必须 定义 等 价 类 的 澡 法 ,证明 并 应 用 下 列 结 
ti 和 和 8 分别 是 等 价 类 41 和 4s 中 的 元 素 ; 则 4 中 任意 元 与 ds 中 全 站 元 
之 和 在 芒 十 名 的 等 价 沫 中 

(e) 考 赛 向 量 空间 R?, 以 及 由 具有 (ga) 只 形式 的 所 有 ( 即 a 可 取 尾 意 
实数 向量 构 上 成 的 子 空间 RL 证 明 /RE 是 平行 x 办 的 直线 汇 . 


现在 我 们 可 把 4,19 节 的 结果 转述 为 : 对 于 n 维 中 的 开 球 或 
与 它 微分 司 胚 的 任意 区 域 可 ,对 p31 有 ?UY =0, 这 是 因为 此 
时 所 有 闭 罗 次 形式 都 彼此 等 价 , 故 等 价 于 零 久 次 形式 , 也 容易 计 
算 H?(D)， 或 者 说 享 实 上 是 对 任意 连通 流 形 于 计算 五 "CA 
一 个 零 形式 正 是 一 个 画 数 , 因此 2( 对 ) 是 注 足 dy 一 0( 即 常 值 函 
数 ) 的 阔 数 了 所 构成 的 空间 ， 很 简单 , 这 就 是 RB， 而 且 , 由 寺 不 
存在 (一 1) 次 形式 这 种 数学 对 象 , 故 空间 B°CM) 正 是 零 函 数 空 
间 . 因此 等 价 关 系 之 就 正 是 带 常 的 代数 相等 ， 常 数 f 和 y 是 等 
价 的 《fessg), 当 且 仅 当 它们 是 各 等 的 (= 四， 所 以 ?CM) 一 
Z(H) 一 BRI， 如 果 站 不 是 一 个 连通 的 流 形 , 那么 ZCM) 中 的 
一 个 函数 只 需要 在 好 的 每 一 个 连通 分 支 由 为 常 熬 , 而 在 不 同 的 
分 支 中 本 以 有 不 问 的 值 ， 于 是 HICM) ZICH) 一 BR", 这 里 %% 
是 并 中 分 支 的 个 数 ， 


88， 


习题 4.24 的 结果 显然 能 推广 到 任意 维 数 中 去 ， 具有 
五 "(8*) 二 0fCb) 部 分 )， 以 及 五 " 189 一 0CCo) 部 分 }， 它 们 
是 下 列 一 般 结果 的 特殊 情况 ， 
H"(S") =B, : 
五 ?Se =0, 0<<p<%n, (4.86) 
五 (Sa ) 一 = Rl 
(4.85) 式 的 证 明 及 其 他 许多 有 趣 结 果 的 证 明 可 以 在 Bpivak 
(1970, Volume 1 中 找到 ， 在 该 书 有 关上 同调 理论 的 许多 应 用 
中 , 有 所 谓 的 国定 点 定理 : 对 于 情 数 %, 球面 &" 没有 一 个 处 处 不 


为 零 的 向 量 场 . 
" 习 题 和 .中 
对 于 奇数 1 在 855* 上 找 一 个 处 外 不 为 等 的 向 量 场 ，( 提 示 ， 把 Smt5 
署 成 是 Bemt? 中 的 一 个 子 流 形 , 且 考察 对 应 于 50(3m 十 芒 的 年 阵 
. 于 一 日 ad Ao, “iy st17 
在 Som 上 转动 的 结果 , 这 旦 每 一 个 4 都 是 与 ;无关 的 2x2 短 隆 : 
a co sng : 
全 如 oos0 ) ， 人 
”证 明 在 Set 上 ， 与 由 晓 射 的 单 参数 子 群 所 生成 的 线 汇 根基 的 向 医 场 
d/d9, 是 处 处 不 为 零 的 ,) 
:可 是 和 2 . 
Ba) 推广 习题 4.24(b) 汐 结果 , 证明; 在 B* 上 定义 的 (一 1 次 形式 
. : ésy. a dt A se A let, 4.906) 
当 限制 在 出 (2+ Ca)? + (ee 定 交 的 球面 8 上 时 ， 是 处 处 不 
“为 堆 的 : i 
bp) 证 明 五 "CSn-0 一 Ri 意味 着 ; ET 是 Sm"1 上 的 任意 (一 让 次 
形式 , 则 区 ~ aqg 是 符 当 的 , 其 中 . 


a=| & | mR 
EF ns 


#1o0. 


(@) 用 取 这 个 关系 式 的 对 个 的 方法 证 明 : 车 了 是 8" 上 的 任意 函数 ， 
则 它 总 可 以 表示 为 一 cdivgP 的 形式 ,这 里 。 是 茶 一 常数 ,而 了 是 53 
上 的 某 一 向 量 场 

《4) 对 于 画册 81， 通过 构造 一 个 函数 让 (使得 久 =% 一 cg)， 如 上 述 
《中 中 那样 ,证明 五 5 一遍 

* 习 是 和. 名 

(9 假定 好 二 的 一 个 一次 形式 配 对 于 履 中 任意 团 曲 线 多 具有 
| = 的 性 质 ， 证 明 关 是 险 当 的 , 即 存在 一 个 函数 户 使 得 下- 

(h》 对 于 连通 流 形 于, 如 果 其 上 的 每 一 根 斤 曲线 都 可 以 光 请 地 收缩 
为 一 个 点 ,那么 称 它 为 单 连通 的 ， 证 明 于 是 单 连通 的 充 要 条 件 是 HM》 
一 人 i 

在 结束 对 上 同调 理论 的 讨论 以 前 ， 我 们 还 要 提出 两 点 简短 
的 评注 ， 首 先 , ?MU) 的 维 数 称 为 好 的 2 阶 贝 落 数 ， 其 次 , 员 
然 我 们 对 吾 "( 弄 ) 的 定义 依赖 该 流 形 的 微分 结构 , 但 是 上 同调 理 
论 的 最 基本 定理 之 一 ( 德 雷 姆 定理 ) 断言 : 上 同调 群 仅 与 型 的 
拓扑 结构 有 关 ， 而 与 它 的 可 微 性 无 关 . 进一步 的 讨论 请 参看 
Warner(1971). 


和 .25 微分 形式 和 微分 方程 
这 4.19 节 中 我 们 讨论 了 一 个 例子 , 它 表 明 外 微分 与 可 积 条 

件 有 着 自然 的 关系 ， 这 个 例子 地 表明 , 至 少 对 于 一 阶 偏 微分 方 

程 , 有 一 种 自然 的 方式 可 将 这 些 方程 表示 为 形式 之 间 的 关系 . 这 

种 做 法 是 很 重要 的 , 所 以 在 这 里 我 们 对 此 进一步 开展 讨论 ， 
考察 方程 : 

本 里 -Ac 9)， 

重 写 为 | 二 = dm {4.87) 

* fal. 


在 一 个 以 和 和 9 为 坐标 的 二 维 流 形 上 ， 我 们 指望 能 写 出 下 列 一 
次 形式 方程 :… . 
dy— fis = 人 0, (4.88) 
其 中 , 了 现在 是 下 上 前 一 个 通 数 . 这 个 方程 表示 什么 意思 ?当然 
在 这 个 流 形 上 , 一 次 形式 和 y 和 dw 是 线性 无 关 的 , 因此 (4.88) 式 
实际 上 不 是 真实 的 ， 它 不 是 一 个 恒等式 ， 但 是 ， 我 们 并 不 指望 
它 是 一 个 恒等式 、 (4.88) 式 起 源 于 《4.87) 式 , 而 后 者 只 是 在 解 
的 “ 增 量 ”dy 和 dz 之 间 存 在 的 一 个 关系 ，(4.87) 式 的 解 是 具有 
形式 y=g(2) 的 一 个 关系 , 它 定义 了 性 中 的 一 条 昌 线 (或 至 少 是 
一 条 道路 ); 用 中 的 一 个 一 维 子 流 形 ， 与 这 一 子 流 形 相 切 的 向 量 
具有 与 flw, 9) 相等 的 斜率 dg/dm。 在 某 一 卫 点 考虑 这 样 的 一 
个 向 量 FP, 分 量 为 CL 了 (P))， 对 于 这 样 的 一 个 向 量 ， 
: Gy(F) FAP), ! 

以 及 jp)- 1， 所 以 (4. 88) 式 的 一 次 形式 在 了 上 为 零 : 

. (dy —fd%) (PF) =0, 
这 是 (4. 88) 式 的 意义 所 在 ， 原 微分 方程 的 解 定义 了 下 的 一 些 子 
流 形 ,而 它们 的 切 向 量 零 化 了 (4.88) 式 所 表示 的 形式 . 当 (4.88) 
式 限制 在 这 一 些 子 流 形 上 时 , 它 是 成 立 的 ， 反 之 ,如 果 存 在 一 些 
子 流 形 , 它们 的 切 向 量 零 化 (4.88) 起 , 那么 这 站 子 流 形 是 ( 生 ,87) 
式 的 解 ， 自然 , 不 会 只 有 一 个 解 流 形 , 乓 有 一 获 解 流 形 , 它们 彼 
此 之 逆 的 区 别 , 例如 说 可 以 由 在 某 一 网 定 点 zw 外 解 y 的 “ 初 
始 值 兴 或 等 价 地 ,由 (4.87) 式 解 中 的 任意 积分 常数 ) 来 给 出 . 

我 们 当然 能 把 这 一 形象 化 的 锐 明 推广 . 任意 给 定 的 形式 

(不 必 是 一 次 形式 ) 集 合 在 任意 点 卫 定 义 了 Tz 的 一 个 能 等 化 这 
些 形 式 的 子 空间 这些 形式 的 一 个 解 ( 或 与 其 相伴 的 微分 方程 
的 一 个 解 ) 是 把 这 些小 切 子 空间 紧密 配合 在 一 起 而 构成 的 子 流 
形 。 有 关 这 种 配合 是 否 可 能 的 问题 ， 显 然 与 第 三 章 中 所 证 明 的 


和 。 


弗 罗 比 纳 斯 定理 有 关 ， 在 下 一 节 中 , 我 们 将 用 形式 的 语言 来 重 
新 下 述 这 一 定理 ， 
然而 ,对 于 物理 学 家 测 言 ,通常 的 首要 问题 是 寻找 形式 的 集 
合 { 或 一 个 集合 ) ,使 它 与 一 个 给 定 的 微分 方程 组 等 价 。 在 习题 
4.32 中 , 我 们 有 一 个 例子 , 其 中 的 方程 都 是 一 和 阶 的 ， 下 列 二 阶 
谐振 子 方程 
+e 一 0 (4.89) 
给 出 了 一 个 较为 复杂 的 例子 。 这 里 为 了 方便 起 见 , 把 中 取 为 常 
数 。 为 了 用 形式 的 语言 来 表达 这 一 方程 ,我们 把 它 写成 下 列 两 


于 是 找 一 个 能 零 化 下 列 形式 

&=d— ydt, B=dy+ wrdf 
的 子 流 形 , 是 热 等 价 于 解 (4.89) 式 ， 此 时 整个 流 形 是 三 维 的 , 举 
标 为 《z, y, 人 ， 解 子 流 形 是 一 维 的 , 因为 零 化 & 和 襄 相 当 于 在 
该 流 形 的 任意 点 对 这 些 向 量 加 上 了 两 个 限制 条件 ,在 参考 文 
献 中 所 引 的 Estabrook (1976) 和 Harrison 此 Estabrook(1971) 
的 两 篇 论文 中 , 读者 可 以 找到 另 一 些 具 有 启发 性 前 例子 ， 我 们 
现在 转向 对 这 些 方程 解 的 存在 性 的 问题 的 讨论 ， 


4.26 弗 罗 化 纳 斯 定理 (微分 形式 表述 ) 

现在 我 们 同 到 有 关 流 形 上 微分 演算 前 最 重要 定理 之 一 上 
来 . 在 3.7 节 中 ,我 们 已 给 出 了 这 个 定理 的 李 导 数 表述 形式 . 为 
了 把 它 用 微分 形式 表达 出 来 , 我 们 首先 需要 一 些 定义 ， 任意 次 
数 的 形式 的 一 个 集合 {人 B} 在 每 一 点 卫 处 定义 了 Tr 的 一 个 向 量 


* 1 


子 空 间 不 p; 至 p 中 的 每 一 向 量 堆 化 所 有 的 系 . 如 了 称 为 {A 在 
处 的 零 化 半 ，1B} 在 三 处 的 完全 理想 指 的 是 了 处 所 有 限制 
于 下 bp 时 为 零 的 形式 (注意; 车 了 是 卫 处 的 任意 形式 , 则 当 拒 
7 人 总 限制 在 总 的 零 化 子 上 时 它 为 零 ， 因 此 它 是 完全 理想 中 的 
元 素 . ) 任 何 这 种 完全 理想 都 能 由 线性 无 关 的 一 次 形式 构成 的 一 
个 集合 {2;} 生成 ， 这 指 的 是 {6&} 的 完全 理想 与 { 抽 的 完全 理 
想 一 致 ， 习题 4.29 构造 了 这 样 前 一 个 生成 元 集合 . 


习 着 4. 品 


设 {155 …， 8 寺 是 芝 p 的 一 个 基 ， 然 后 用 任 意 其 他 向 量 集合 {515 ve 
en} 来 扩充 它 ， 使 之 成 为 Tp 的 一 个 基 ， 证 明 对 偶 基 一 次 形式 {人 "+1,，…， 
8"} 生成 完全 理想 ， 证 明 :， 此 理想 中 的 任意 形式 , 对 于 某 一 媳 4， 可 表示 
为 PA 


习 题 4.30 


设 他 j=l … 0} 是 由 线性 无 关 的 一 次 形式 构成 的 一 个 集合 ， 汪 
明 ; 任意 形式 多 在 其 完全 理想 中 的 充 要 条 件 是 
凶 人 仙人 人 A AB 一 0 (4.90) 


上 述 代数 能 自然 地 推广 到 形式 的 场 上 去 ， 场 的 集合 {8A} 
的 完全 理想 仍 是 一 些 场 的 一 个 集合 , 这些 场 在 每 一 点 卫 处 都 由 
{ 司 } 的 零 化 子 下 ps 所 零 化 ， 如 时 一 个 理想 ,对 其 中 的 每 一 个 
凶 也 属于 该 理想 , 那么 称 它 为 微分 理想 ， 对 于 一 次 形式 的 -- 个 
集合 {dj ， 如 果 每 一 个 形式 dy 都 在 由 &% 所 生成 的 完全 理想 之 
中 ,那么 称 其 为 闭 的 . 


习 题 #4. 红 
ka 证 有明 一 次 形式 的 一 个 闭 焦 合生 成 一 个 微分 理想 , 
和 


(b) 在 一 个 ” 维 流 形 上 , 证明， 由 任意 # 个 或 (w 一 少 个 线性 无 关 的 一 
次 形式 所 构成 的 集合 是 闲 的 . 


现在 可 以 把 绅 罗 比 纳 斯 定理 表述 为 ， 设 {&, 5 一 1,，…, m} 
是 由 ” 维 流 形 中 的 一 个 开 区 域 辽 上 的 线性 无 关 一 次 形式 场 
所 构成 的 一 个 集合 。 那么 当 且 仅 当 它们 是 闭 的 , 才 存 在 函数 


LPy, Q, , 了 一 二 yp 3， 使 得 
一 六 PuaQ， C4.91) 


我 们 在 下 一 节 中 证 明 这 一 点 。 在 这 以 前 ,让 我 们 先 来 讨论 - 
一 下 它 所 具有 的 意义 ， 我 们 讲求 微分 方程 组 {多 二 站 的 解 ， 而 
根据 (4.91) 式 ， 这 一 方程 组 等 价 于 {位 Q; 一 0}， 但 是 后 一 方程 
组 是 容易 求解 的 : {Qs 一 常数 }、 因 此 函数 {Qs} 是 方程 组 {一 0} 
的 解 ， 每 一 组 但 让 值 都 定义 了 型 的 一 个 m 维 子 流 形 ， 根 据 定 
义 该 子 流 形 的 切 向 晤 零 化 {9Q8y}, 因此 也 零 化 {Gj} 。， 这 就 给 出 了 
弗 容 比 纳 斯 定理 前 画 的 表述 之 间 的 联系 ， 对 一 次 形式 的 这 一 集 
合 是 闭 的 杰 求 ， 正 是 对 零 化 它们 的 向 县 场 要 构成 一 个 李 代 数 这 
一 要 求 的 对 偶 ， 这 一 点 我 们 在 下 闸 还 要 更 详细 地 过 论 . 

满足 (4.91) 式 的 形式 的 集合 {2} 称 为 形成 明 面 的 ， 现在 
我 们 来 证 明 44.17 节 中 讨论 过 的 可 积 条 件 的 充分 性 在 那 种 情 
况 下 , 流 形 的 维 钞 为 2， 而 解 子 流 形 前 维 数 为 1， 方程 

a=df 

具有 (4.91} 趟 的 形式 , 因此 存在 函数 了 的 充 要 条 件 是 8=0. 下 
面 还 有 一 个 更 复杂 一 点 的 例子 ， 


习 题 4. 蛤 


考虑 函数 地 和 8 的 下 列 绩 合 线性 非 齐 次 微分 方程 组 (zs 和 yy 是 独立 变 
得 六 
LE 


Br 起 , 节 十 再 好 一下 1 
加 + 0 
C4.92) 


gs Dig+ Bf= Fis 


和 二 Dg+ Bf = Fay 


其 中 本 Bi Cas D, E, 简 1 ,Ci 二 1 32) 都 是 和 的 蚂 数 . 我 们 兰 望 确 
定 这 一 方程 组 的 可 浴 条 性 . 
ia) 硅 举 标 是 (wy 了 和 0 的 四 维 流 形 站 由 ,我 们 定义 下 列 两 个 一 次 


区 = 下 二 于 二 9 一 已 
BL 4.93 
Bg (4.99) 
其 中 一 次 形式 区 定 久 为 
= dw Asdy, {4.04) 
对 十 让 包 …， 也有 类 似 的 定 尺 ， 证 明 ; 在 下 中 求 一 个 二 维 子 流 形 光 使 


得 在 光 上 及 一 让 gp 一 0, 这 等 价 于 解 (4.92) 式 . 
{hp) 祖 据 弗 学 比 纳 斯 定理 , 阁 过 , 各) 是 闭 的 , 网 存 疼 四 个 变 草 (os 刀 
f 的 的 国 数 0， YF TF， X,Y 于 8， 使 得 
各 一 人 da， 
B=YiU + Zar, 
证 明 也 及 六 人力 一 常数 ， 
Vr yf 二 第 数 ， 
确定 了 (4.93) 式 鸭 一 个 解 ， 
(6) 根据 by, 解 存在 的 充 要 条 佣 是 二 次 形式 肯 和 纺 都 在 习 , 名 的 
理想 之 中 ， 证 果 : 这 点 能 成 立 ; 当 且 人 充当; 
人 二 六 A 一 dAD|AAB 
一 引 闻 十 证 A 访 填 村 人 站 二 站 方 十 合 太 请 
一 d 启 十 语族 外 -方太 庆 
二 dR 寺 久 AO+DAF-0, 
《提示 : 根据 性 .94) 式 , qd 本 正比 于 dAay, 利用 这 一 点 会 大 大 简化 代数 运 
算 ,》 


» 1986 。 


(qd) 证明:，(e) 中 的 一 些 条 件 给 由 人 4.99) 式 的 下 列 可 积 条 件 : 
Bi 

DB BD 一 4Bo 一 由 

等 等 .、 


关于 方程 (4.89) 式 的 解 的 存在 性 弗 罗 比 纳 斯 定 吾 能 说 明 些 
什么 呢 ? 回 管 是 简单 的 因为 三 维 流 形 中 的 任意 两 个 线性 无 关 的 
一 次 形式 自动 地 有 一 个 闭 至 想 (参见 习题 4.3106))， 所 县 必 存 
在 函数 了 8 太 了 员 和 ， ,满足 : . 

二 -jp 上 Ido， 
全 mar +ndg. | 
于 是 由 J 一 常数 、 一 党 数 所 定义 的 那些 一 维 子 流 形容 化 形式 8 
和 启 因此 它们 是 解 子 流 形 ， 

弗 罗 比 纳 斯 的 这 种 表述 方式 ， 并 不 直接 处 理由 二 二 次 形式 或 
更 高 次 形式 构成 的 形式 和 集合 所 描述 的 微分 方程 组 . 这 种 情况 可 
以 作 如 下 处 理 ; 如 习题 4.29 中 那样 , 求 出 一 次 形式 的 一 个 集合 
它 角 生 成 同一 完全 理想 ， 这 些 一 次 形式 并 不 总 基 代 数 等 价 于 原 
来 的 集合 ， 也 即 它们 给 出 的 微分 方程 组 可 以 与 竺 来 的 微分 方程 
组 不 等 价 ， 加 果 是 等 价 的 话 ,就 能 直接 应 用 弗 罗 比 纳 斯 定理 , 如 
果 不 等 价 的 话 , 那么 需要 一 种 更 为 巧妙 的 处 理 方法 。 有 关 的 讨 
论 可 参看 Chogquet_Brahat et ql. (1977). : 


吗 .27 弗 罗 比 纳 斯 定理 两 种 宕 述 的 等 价 性 的 证 明 

让 我 们 回忆 一 下 第 三 章 中 给 出 的 弗 罗 比 纳 斯 定理 的 宸 ' 述 ， 
它 在 几何 上 意义 更 为 明显 : 给 定 9 个 向 量 场 fw, 5 一 1 …, 9}， 
它们 在 每 一 点 构成 一 个 p 维 向 量 空间 ， 那 么 当 且 仅 当 所 有 的 李 


a 号 7 。 


括号 [Pw 了 on] ($j 一 1，…, 9) 都 是 这 4 个 向 量 场 的 线 此 组 
合 时 ，{ 产 6y 才能 紧密 配合 成 一 个 p 维 超 曲 商 。 而 本 章 给 出 的 
表述 涉及 到 弄 式 下 它们 的 外 微分 的 封闭 性 .这 种 描述 与 用 向 量 
以 及 李 括 号 的 封闭 性 的 描述 是 互 为 “对 候 ” 的 , 或 “互补 的 "” 这 
两 种 描述 能 对 应 的 关键 在 于 ， 如 果 这 些 问 是 场 在 % 维 流 形 的 一 
点 了 处 ， 定 义 了 Ts 前 一 个 7 维 子 空 间 的 话 ， 那 么 它们 志 自 然 
的 方式 定义 了 了 7 ( 卫 是 一 次 形式 的 空间 ) 的 一 个 (wn 一 "7) 维 子 空 
间 , 这 只 要 求 由 这 些 向 量 零 化 的 形式 构成 即 可 ,相反 , 利用 同样 
的 零 化 要 求 , 从 一 组 9 个 一 次 形式 便 能 定义 中 的 一 个 (一 分 维 
子 空间 ， 事 实 上 ,为 了 描述 一 个 子 流 形 我 们 有 两 种 方法 ,一 是 在 
每 一 点 给 出 了; 的 一 个 > 维 子 空间 , 它 由 与 该 子 流 形 相 划 能 向 
量 移 成 ; 二 是 给 出 由 这 些 河 董 零 化 的 一 次 形式 所 构成 的 (一 2》 
维 子 空间 ， 和 证明 弗 罗 比 纳 斯 定理 钓 这 西 种 表述 之 间 的 等 价 性 ， 
可 分 两 步 进 行 . 

(DD 在 % 维 流 形 中 , 考察 一 个 p 维 子 流 形 ; 存在 (3 一 p) 信 不 
间 阅 数 他, 它们 通过 人 一 思 个 方程 Bow 一 常数 ，( 户 部 地 ) 宏 六 
了 该 超 曲 面 ， 和 祖 据 假定 , 形式 do 都 是 线性 无 关 的 ， 而 且 它 们 
都 被 与 该 子 流 形 相 切 的 任意 向 量 严 所 零 化 , <iQwm, PP》 一 % 细 ; 
一 方面 , 该 子 流 形 的 切 空 间 是 一 个 p 维 向 量 空 间 , 所 以 这 就 定义. 
了 一 个 一 次 形式 前 (nm 一 p) 维 子 空间 , 其 中 每 -个 一 次 形式 记者 
被 任 一 个 Fo, 所 零 化 ; <b, Vipy =0. 设 {fam 5=1， n—p} 
是 该 子 空间 中 的 尾 意 基 . 那么 显然 , 形式 ;GaQuw} 也是 一 个 基 ， 
因此 ,任意 cw 可 表 为 所 有 ugo 的 一 个 线性 组 合 , 如 (4.40) 式 
所 示 . 记 以 等 价 性 的 证 明 , 现在 就 归结 为 证 明 : 对 癌 量 场 的 条 件 ， 
即 它们 的 李 括 号 的 封闭 性 变 求 ， 是 等 价 于 对 形式 {zo} 的 封闭 
要 求 . 

(加 这 一 点 的 证 明 可 由 下 到 为 程 着 下 ， 
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《an， Py —0=1, Rp »), 
0— A Taay 挛 > 一 《多 pu ’ Fo 十 《ae Be vooF (n>, 

根据 对 形式 求 李 导数 的 法 则 , 就 有 

《Za Pein?— do, Powy, Por +daw (Fm), Poy, 
因为 根据 定义 &s 被 wx 零 化 ,所 以 第 一 项 为 学, 而 第 二 项 正 是 
Gao 人 Fw Fw)， 即 ic 在原 集中 两 个 商量 上 的 值 ， 现 在 , 如 
果 -Gy Fo) 是 某 些 六, 的 线性 组 合 ,那么 它 零 化 &w, 并 且 我 
们 也 有 Gag 被 丛 w} 零 化 , 所 以 ,dam 在 理想 之 中 ,而 且 这 些 李 
括号 足 封 闭 福 就 意味 着 这 些 形 式 的 封闭 性 .上 反之 ,容易 看 出 , 这 
其 形 式 的 封闭 性 (这 意味 着 da&w(P6,, 六 nw) =0) 意 际 着 这 些 李 

括号 的 封闭 性 . 


.08 守恒 定律 

对 于 微分 方程 ， 探 讨 守 恒定 律 的 一 个 特别 好 前 途径 是 由 形 
式 提 供 的 ， 假 定 求解 一 组 微分 方程 等 价 于 求 一 个 能 零 化 某 一 组 
形式 {a} 的 曲面 。 再 假定 存在 {0%} 的 一 个 线 竹 组 合 ， 即 形式 


7: 
也 = 及 十，…， 


满足 . dy—0, 
于 是 存在 另 一 个 形式 9， 使 得 在 解 则 面 瑟 的 一 个 沽 当 区 城 召 
中 ,有 
y=do, 
2 Flx=islr—0, (4.95) 
在 五 的 区 域 U 上 ,对 dg 积分 ,并 应 用 斯 托 次 斯 定理 , 则 有 
上 ar 中 9- 


但 是 根据 (4.95) 式 , 这 个 积分 在 解 曲 曾 的 区 域 如 的 边界 上 应 为 


零 : 
中 slz=9 


这 是 一 类 积分 守 狂 定律 ， 我 们 就 谐振 于 的 情况 来 说 明 这 一 点 ， 

比 时 (4.95) 式 的 解 井 面 是 一 维 的 一 些 曲 线 ， 因 此 形式 dc 
必定 是 一 个 一 次 形式 ， 而 5 事实 上 就 是 一 个 堆 次 形式 (一 个 函 
数 )， 因 为 和 与 了 相等 ,考察 下 列 形式 (符号 与 以 前 一 样 (4.25 
节 )); 


y= wwe-ypb, 


千 易 证 明 
d=0. (4.96) 
而 事实 上 ， 
j= ( 寺 oe+ 到 opc {4.97) 


于 是 在 一 条 解 曲线 上 , 有 &= 记 =0, 因此 有 了 了 一 0, 所 以 
d 亿 op 十 到 om] 一 由 
9- 全 二 i) ~ 人 十 二 oa] 
这 里 和 得 是 积分 曲线 的 区 域 的 端点 ， 这 个 结果 志明 了 了 能量 
去 久 二 二 aa 在 解 曲 线 上 为 一 常 数 ， 

这 种 处 理 洁 也 可 以 用 二 具有 孤立 于 解 的 那些 方程 ， 有 兴趣 
的 读者 讨 以 敌 考 Evtabrook 此 Wahlquist (1975) { 见 参 考 文 
献 )， 

* 可 题 兰 . 和 9 

证 明 等 式 址 .9%) 和 (4.97)， 


"OD + 


i 


届 . 和 9 向 量 球 谐 函 数 

在 这 -: 节 中 , 我 们 继续 讨论 3.18 节 中 药 球 谐 枯 数 ， 当 时 我 
们 注意 到 : 在 伴 上 的 遂 教 空间 (C53) 中 ,SOC3) 的 一 个 有 限 维 
表示 具有 基 {Ym, %= 一 …, 下 我 们 如 何 对 名 上 的 向 量 场 
构造 一 个 有 关 前 基 ? 利用 人 上 的 度 规 ,我 们 可 以 给 出 所 有 向 量 
场 构成 的 空间 一 个 自然 的 范 数 。 存 通常 的 球面 举 标 下 , g| 的 分 
晤 是 {gw 一 1，gww 一 Sin28，gas 一 0}， 如 果 我 们 设 包 是 5 上 的 ， 
出 该 度 规 诱导 产生 的 体积 形式 (4.18 节 ), 那么 空间 成 0(S”) 是 
六 上 所 有 向 量 场 广 所 构成 的 向 量 空间 , 它 的 范 数 


171:—| gl, PS (4.98) 


是 有 限 的 ， 我 们 要 求 的 是 焉 (82) 中 的 向 量 场 ,它们 是 囊 和 工 ? 
的 本 征 函 数 

我 们 应 用 下 面 两 个 事实 ; 首先 g|, 因此 已 在 天 和 王 下 不 
变 ; 其 次 外 微分 与 李 有 导数 可 交换 、 从 函数 了 出 发 ,我们 构造 一 
次 形式 9 了 ,i，, 并 由 后 者 构造 向 量 六 Pi, 它 的 分 量 (指标 4, 如 取 
镑 工 积 2) 为 


(VF) = 93 CY pm) ,3. (4.99) 

显然 这 也 是 和 和 五 的 一 个 本 征 削 数 ， 
LVF nim YY i,, {4.100a) 
I TY = IY TY . {4.100b) 


但 是 我 们 不 能 有 了 一 种 向 量 谐 通 数 就 停 正 了 ， 因 为 我 们 必须 张 
成 一 个 二 维和 问 量 空间 ， 这 里 我 们 要 用 一 下 下 列 事实 ; (在 二 维 流 
形 上 ) 我 们 有 另 一 种 方式 从 一 个 向 量 构造 一 个 一 次 形式 , 即 对 侦 
运算 .到 此 我 们 还 有 "d 了 wm， 后 者 当然 也 是 一 个 本 征 函 数 . 


+ O01. 


+ 习题 &.84 
证 明 ， 和 *6Fim 在 每 一 点 -一般 是 线性 无 关 的 。 


从 3.18 节 引 用 过 的 完备 性 定理 可 以 得 出 , 向 景 球 谐 函 数 的 
下 列 商 组 集合 
FTY mm, (4.101a) 
Fi (4.101by 
组 成 表示 二 维 球 上 的 向 量 的 一 个 完备 集合 . 
顺 填 这 一 上 轧 路 还 可 以 深入 下 去 ,定义 一 阶 张 是 球 谐 函 数 . 然 
而 , 这 将 使 我 们 涉及 尚未 讨论 过 的 球面 上 的 协 变 导数 (参看 第 六 
章 )。 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 参考 文献 中 列 出 的 Regge 名 
Wheeler(1957) 的 论文 ， 
注意 , 我 们 只是 讨论 了 球 商 上 的 标量 和 向 量 ， 大 部 分 应 用 
涉及 到 一 些 基 有 球 对称 性 的 较 大 流 形 ( 球 国 是 它们 的 子 流体 ), 
作为 一 个 简单 前 例子 , 考察 三 维 欧 几 里 得 空间 到. Br 上 的 函数 
可 以 展开 成 级 数 卫 户 r] X 了 im, 而 该 函数 对 7 的 依赖 性 完全 
包含 在 fim} 之 中 ，Bs 上 的 向 量 场 可 以 分 解 为 两 个 场 ， 
PeF, py, 
这 里 下, 乘 直 于 球面 (平行 于 ev), ii 玉 ; 与 球 曾 机 切 。 如 来 我 
们 把 六 , 表 成 ve， 这 里 * 是 一 个 灿 数 ,那么 在 一 个 转 荡 下 , 银 
球面 上 的 一 个 标量 函数 那样 变换 , 而 了 + 象 球面 上 的 向 量 那 料 
变换 .因此 , 必须 用 向 景 球 面 调和 本 数 来 历 开 广 :, 而 用 标量 球 
面 调和 函数 米 展 开 vv，( 许 密 作 者 把 这 些 标 最 药 以 61, 并 把 所 得 
葛 集 合 称 为 第 三 类 向 量 球 谐 函 数 ，) 在 第 五 章 二 部 分 中 考察 一 
些 宇宙 模型 时 , 我们 将 用 到 这 些 内 容 ， 
间 量 球 请 函数 还 有 另外 一 些 表 述 方 式 , 初 看 起 来 ,它们 与 我 


+ 


们 这 里 萨 用 的 定义 没有 什么 关系 .它们 是 用 群 论 的 代数 方法 来 
定义 的 ( 营 风 fdinonds,1957).， 我 们 在 这 果 据 出 的 方法 ,应 用 
于 微分 方程 组 是 适宜 的 ， 因 为 在 微分 方程 组 中 很 自然 有 我 们 所 
使 用 的 导数 ， 
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第 五 章 物理 应 用 
A 热力 学 


5.1 简单 体系 
我 们 先 考察 单一 成 分 的 流体 ,其 能 量 守恒 方程 为 
50— PaF--dD， (5.1) 

这 里 局 是 流体 的 内 能 ，5Q 是 当 该 流体 做 切 CPd 天 ) 及 能 量 改 变 
时 所 吸收 的 热量 。 我 们 可 将 这 一 方程 解释 为 坐标 为 三 , 了) 的 
二 维 流 形 上 一 些 一 次 形式 之 间 的 一 个 关系 式 ， 而 且 在 这 个 流 形 
上 定义 了 函数 P(V, 如) ( 称 为 状态 方程 }， 因 为 dF 和 和 0D 都 是 
一 次 形式 , 所 以 88 也 是 一 次 形式 ， 但 是 58 荐 不 是 一 个 恰当 一 
次 形式 呢 ? 也 即 我 们 是 否 能 找到 一 个 函数 QCV, 品 ), 使 得 各- 
dQ 呢 ? 如 果 能 找到 的 话 ,那么 我 们 必 有 一 0, 这 意味 着 


o-aPAay -[( 针 -), Ay + (Si ),iolAar 


~ 人 入 ) in 


( 求 导 符号 的 下 标 事 明 求 杭 导 时 固定 的 变 宦 . ) 因 此 ， 仅 当 (8Py 
ED)r 处 处 为 零 时 , 男 数 妨 才 能 存在 , 但 这 确实 是 一 种 奇特 的 流 
体 . 
因为 5Q 是 一 维 空 间 中 的 一 个 一 次 形式 ， 它 的 理想 自动 就 
是 闭 的 。 因此 由 弗 罗 上 比 纳 斯 定理 (4.26 节 )， 必 存在 函数 和 (ID， 
三 和 BT, 了) ,满足 88=-P68、 这 样 ,我们 对 处 于 热力 学 平衡 
申 的 单一 成 分 的 气 条 定义 的 温度 和 往 遂 数 ， 简 单 地 就 是 为 了 囊 
= 宇 必 忆 ， 


未 个 . 轨 式 中 的 一 次 形式 而 引入 的 ; 

TIS ~ Pay 人 7 (5.2) 
这 是 了 和 态 的 纯 数学 定义 , 它 与 我 们 马上 要 考察 的 热力 学 第 二 
定律 没有 关系 . 了 解 这 一 点 是 很 重 此 的 ， 对 于 多 成 分 的 流体 ， 
泵 存在 这 一 类 的 任何 数学 往 等 式 ，( 我 们 将 看 到 , 对 于 复合 体系 
而 言 ,热力 学 第 二 定律 等 价 于 5 一 748 这 一 要 求 ， 因 为 这 不 是 
一 个 必然 的 人 恒等式, 所 以 第 二 定律 就 是 一 个 物理 定律 : 它 限 制 了 
物理 体系 的 可 能 数学 人 性质, ) 


地 .如 卖 克 斯 万 蛋 等 式 和 其 他 数学 恒等式 
取 (B.2) 式 的 外 微分 ,有 
dTAdS -dPAdr. (5.8) 
假定 我 们 命 一 203, 站, 了 一 了 (8S, 让 )， 那么 (5. 引 式 绽 别 
( 国 为 O58 dS=0, dy A d=0, 
(加 jms-( 回 ) msir- (器 ) ar 人 
出 地 ,我 们 得 到 


(~--( 委 -),， (8.4) 
这 是 志气 斯 书 恒 等 式 之 一 类似 地 , 而 S=SUT, 站 ,= 
瑟 ( 了 下， 三 ,我 们 就 能 推出 
an 


第 ),-( 洒 Fr (6.8) 
这 是 男 一 个 麦 况 斯 书 恒等式 ， 把 (5.2) 臣 除 以 了 ,然后 再 取 外 微 
分 ,我 们 就 有 
1 


Pa | 
i di 六 总 太 ~ di Md ~ dy 六 dU =0, 


游 合 =0T, 了 ,了 一 了 《TZ, 了 ) ,我 们 就 有 


+ 20B。 


17 3p 加 OU \ sr sr 
97), PA — A AI (2 27 ) PA 0, 
7(3P) pp- (OW (6.0) 
a hy Bp 六 0 
习 题 5.1 


出 1 电大 全 .的 式 ， 寻求 等， 推导 下 站 二 : 起 
2 二 -2 和) We A) Gn 
应 用 形式 容易 得 出 的 另 一 个 重要 关系 是 


(天 (和 全) (5.8) 


对 (PP, 六 , 上, 开 , 台中 的 任意 三 个 量 都 有 同 冬 的 等 式 ， 为 了 证 
明 {(5.8) 式 ,可 命 

T=T(P, §8), S=8(T, P), P= PT, SY, (5.% 
这 是 可 能 的 ,因为 流 形 是 二 维 的 ， 于 是 我 们 有 下 列 一 些 恒等式 : 


1 


| 2 ), (§ 7 s) 人 人 )as AdD, 
由 此 及 .8) 式 ， 注 意 , 这 里 的 推 车 仅 依 赖 于 能 写 出 6.9) 式 . 因 
此 , 它 确实 是 二 维 流 形 的 任意 三 个 丽 数 之 和 的 一 个 恒等式 . 
序 用 形式 极 容 易 导 出 才 丰 斯 书 恒等式 及 (5.8) 式 . 这 说 明 形 
起 是 描述 热力 学 的 一 种 自然 的 手段 .一 次 形式 4P, 98 等 以 精 
确 的 数学 概念 代替 了 dP，4d8 等 被 物理 学 家 采用 的 ， 较 为 模糊 
的 无 穷 小 量 的 竹 念 ， 


sa 2 人 了 ， 


5.3 复合 热力 学 体系 : 凯 雷 淫 多 里 定理 


现在 我 们 来 考虑 复合 热力 学 体系 ， 它 的 各 部 分 之 间 彼 此 可 
交换 能 量 , 也 能 与 外 界 变换 能 量 ， 此 时 ,对 于 一 个 由 疼 个 部 分 
组 成 的 体系 来 说 ) 能 景 守恒 定 律 为 

SQ— Pip dU + Pady sd dT-+ "" 
-PA DD. (5.10) 


我 们 把 全.10) 式 看 成 是 航标 为 (Fi Ds 5 二 1,…, 入 ) 的 一 个 
2N 维 流 形 上 的 一 次 形式 之 间 的 一 个 关系 。 而 且 我 们 假定 每 一 
个 互 都 可 以 表示 为 这 些 坐 标的 一 个 画 数 . 于 是 下 列 问 题 就 产 
生 了 : 能 否定 义 整个 体系 的 彤 和 温度 , 即 是 否 存在 和 和 局 ,使 得 

= 2GS. (5.11) 
这 一 等 式 正好 表示 68 是 可 积 的 (在 弗 罗 纪 纳 斯 定 至 的 意义 
下 ). 现 在 弗 罗 比 纳 斯 定理 告诉 我 们 , (5.11) 式 成 立 的 充 要 条 件 
是 里 QA8Q-0， 从 (5. 介 式 容 易 看 出 , 这 一 般 是 不 正确 的 ， 因 
蕊 铺 论 基 , 对 一 般 的 相 如 作用 体系 来 说 , 不 存在 整体 的 温度 或 依 
函数 .但 对 于 平衡 体系 , 情况 会 有 所 不 同 , 因为 组 分 之 问 的 力学 
半 衡 和 热力 学 平衡 条 件 将 把 :我 们 候 定 的 ) 问 题 限 制 在 328 维 流 
形 的 一 个 子 流 形 上 ， 从 现在 起 ,我 们 用 的 “ 流 形 ”这 一 词 , 指 的 就 
上 可 积 的 可 能 性 . 

如 果 倒是 可 积 的 ， 那 么 该 访 形 上 的 每 一 点 在 且 仅 在 一 个 
积分 子 流 形 上 ， 这些 子 流 形 册 8-- 常数 所 定义 ， 这 些 邮 而 是 开 
不 相交 的 ， 所 以 , 其 一 点 蔓 发 , 不 可 能 洪 着 一 条 8 在 其 上 是 处 
站 为 零 的 曙 线 到 达 该 流 形 上 的 任意 一 点 。 次 言 之 , 如果 有 一 个 
到 函 数 存在 的 话 ， 那 么 就 不 能 沿 着 一 条 平衡 的 绝热 线 到 达 体系 


* 守 癌 名。 


的 每 一 个 平衡 态 。 物理 学 上 重要 的 问题 是 , 其 逆 命 是 是否 也 正 
确 ， 如 时 我 们 知道 并 不 是 每 一 个 态 都 可 以 沿 通 过 在 其 上 58~0 
前 路 径 达 到 ， 那 么 甬 否 说 各 是 可 积 的 ? 这 个 问题 是 有 意思 的 ， 
因为 热力 学 第 二 定律 的 一 种 说 法 断言 : 在 一 个 封闭 栖 系 中 , 把 热 
从 一 个 较 冷 的 物体 传递 给 一 个 较 热 的 物体 而 不 引起 其 他 的 变化 
是 不 可 能 的 . 所 谓 封 闭 体 系 指 的 是 5@=0 的 体系 ， 因 此 第 二 
定律 告诉 我 们 , 并 不 是 任意 状态 都 可 以 由 殉 =0 达到 的 ， 那 名 
第 二 定律 是 否 意 味 着 存在 一 个 丧 函 数 ?项 雷 法 多 里 定理 回答 说 
确实 如 此 . 

我 们 要 证 明 的 是 , 若 5Q@ 椒 可 积 , 则 某 一 初始 点 卫 的 邻 域 中 
的 所 有 点 , 都 可 以 从 了 通过 一 条 零 化 5Q 的 邮 线 达到 ， 因 为 各 
是 不 可 积 的 ， 所 以 委 据 .36 节 中 给 出 的 弗 罗 比 纳 斯 定理 的 表 
述 ,我 们 知道 至 少 棒 在 两 个 向 量 场 政和 邢 , 在 任意 点 卫 的 一 个 
邻 域 中 满足 (了 了 ) = 8Q( 环 ) 一 0, 但 在 卫 点 ,8QI[ 严 ， 历 ]) 0, 
也 即 一 次 形式 $Q 在 每 一 点 定义 了 的 一 个 子 空间 zr, 其 
中 前 向 量 零 化 88，、 名 的 非 可 积 性 意 昧 着 ,向 量 场 在 下 #5 中 处 
处 林 构 成 一 个 超 曙 面 ， 它 坟 的 李 括 号 中 至 少 有 一 个 水 看 下 5 中 
《参见 图 5.1)， 因为 零 化 强 只 有 一 


个 方程 ， 所 以 ;的 维 数 为 4 一 1， 这 Wd 
里 ”是 平衡 流 形 的 维 数 ， 现 在 回想 一 MY 
下 3.13 节 中 对 秦 勤 级 数 引入 的 指数 


映射 概念 ， 如 时 我 们 取 在 所 有 点 了 图 :5.1 切 超 平 而 不 5 包含 
都 在 到 4 中 的 任意 向 量 场 U， 而 二 我 。” 零 化 验 的 向 区 ,全 并 不 包 售 
们 从 卫 沿 它 移 动 一 个 参数 距离 <， 我 它们 在 也 点 的 白 有 可 括号 、 
们 就 到 达 誉 标 为 =exp(eli)zwi|p 的 点 ， 甚 中 我 们 把 T 作为 作 
用 在 洛 曲 线 的 函数 人 上 的 一 个 式 导 算 子 ， 了 点 的 一 个 小 邻 域 
中 , 能 用 这 种 方法 到 达 的 所 有 点 的 集合 可 以 记 作 exp(eKKp), 它 
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是 向 量 空 间 及;r 在 该 流 形 中 的 考 示 .点 的 这 个 集合 局 部 上 象 一 
片 (n 一 1) 维 超 曲 面 ， 我 们 将 证 明 ; 洗 着 我 们 上 面 定义 的 严 和 全 
的 曲线 ,我 们 可 以 到 这 这 一 “ 超 曲 面 ”的 “上 部 ”或 “下 部 ”的 点 , 好 
我 们 可 以 达到 邻近 卫 的 所 点， 我 们 取 的 路 径 如 上 下; 普 先 浪 六 
移动 一 距离 5 然后 沿 刺 移动 e 百 沿 广 移动 -e, 最 后 沿 邢 移 
动 -< 这 使 我 们 到 这 (参见 人 2. 的 式 ) 
ve To To MmeTve pt{l+e [HB, FIO) Ya jo 
(5.12) 
这 表示 我 们 最 后 了 几乎 回 妈 了 卫 , 但 与 了 还 差 一 个 参数 距离 。 
( 沿 [六 , 了 ])， 因为 [六 , 开 ] 不 在 下 js 中 ,所 以 这 一 点 不 在 exp 
(KR 中 , 它 在 exp(eEa) 的 一 侧 。 为 了 能 在 另 一 侧 ， 我 们 可 先 
沿 环 , 然后 沿 玉 移动 . 现在 , 我 们 的 路 径 处 处 沿 着 严 或 丈 , 因 
此 这 路 径 是 绝热 的 : 处 处 有 88 一 和， 所 以 显然 的 是 , 车 3@ 不 是 
冲积 的 ， 则 该 体系 的 记 有 套 痢 可 以 通过 绝热 途径 和 到达， 这 就 证 
明了 : 热力 学 第 二 定律 要 求 和 在 平衡 流 形 中 的 冲积 性 , 以 及 对 
一 个 处 于 平衡 的 复合 系统 要 求 有 一 个 着 函数 存在 . 


1 哈密 顿 力学 


避 . 生 ”哈密 顿 各 是 场 


芭 力 学 方程 组 的 险 蜜 顿 表 述 是 以 其 一 动力 学 变量 9( 昌 的 
拉 格 朗 卓 两 数 4 19，2 为 出 发 点 的 ， 动量 名 定 祥 为 


P-L 189g,+), (5.18) 
而 哈密 顿 西数 上 定义 为 
HH-=p— LH(p, 的。 (5.14) 


动 玉 学 方程 及 的 湛 广 可 分 别 写 为 


210.. 


9 8 oF 0 
dt Bg Po ’ 
帮 | 


a dp 及 eH _ dg 

Oo dt ” dp dr" 
我 们 现在 来 定义 一 个 称 为 “ 提 空 间 ” 的 流 形 并 (其 学 标 为 和 
,从 而 给 中 哈密 顿 动力 学 一 个 几何 图 象 ， 存 型 上 , 我 们 定义 
二 次 形式 


(5.16) 


gd (5.19) 
考虑 于 上 给 出 (5.16) 式 解 的 一 条 曲线 {= AD) ,2 一 CD}， 曲 
线 的 切 向 量 是 可 一 df 一 了 .619g 二 9,818p, 它 具有 性 质 


1 人 一 0， 《5.18) 
我 们 将 证 明 这 一 点 .因为 O65 一 0, 我 们 从 人 4. 的 ) 式 得 到 
Lp = TD)]. (5.19) 


但 是 因为 名 一 dg@dp 一 dpig, 我 们 有 
oOU) = ly, Tydp- dp, Uydg 


A 
-人 dp— Pi. {5.20) 
男 一 方面 ,因为 了 床 1y 满足 收 .16) 式 ,我 们 有 

~ OH 4 0H,_4 

GO) pr kh. (5.21) 


所 以 da(D)] 为 零 , (5.18) 式 得 证 . 福 足 (5.18) 式 的 向 晤 场 栈 
称 为 哈 瞩 顿 向 量 场 . 


习 是 5.2 


(a) 若 也 是 一 个 哈密 顿 向 量 场 , 证 明 存 在 茶 一 个 瑟 (p, 外 , 使 得 在 可 
的 一 些 积分 曲线 上 ,满足 方程 组 (5.16). 
tb》 证 明 哈密 顿 向 量 场 构成 一 个 李 代 数 ， 
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如 于 避 是 哈密 三 函数 ， 那 么 我 们 根据 习题 5.2(a) 可 把 
解释 为 相 空 间 中 解 曲线 的 切线 。 注意 ,+ 该 体系 是 保定 系 ， 因 为 
《5.16) 式 意味 着 

LrH= 0. (5.22) 


间 . 间 正则 变换 

坐标 和 gg 现 在 都 不 是 叭 一 的 . 我 们 把 正则 变 措 定义 为 使 
名 保 持 阿 一 形式 的 那些 变换 , 即 对 于 新 坐标 PP 一 P(g, Py 和 多 一 
包 (g, 9) ;如果 : 


dg A dp—id AdP, (5 ,28) 
那么 称 该 新 伐 标 是 正则 的 ， 上 式 成 立 的 充 要 条 件 是 
80 和 0 2PN_ 
-入 i) 1 (5.24) 


Q-p, P 一 一 g 就 是 这 样 的 一 个 变换 ,采用 类 似 于 我 们 在 热力 学 
中 推导 麦克 斯 韦 恒等式 所 用 的 步 又， 我 们 训 以 得 出 一 个 不 那么 
平凡 的 变换 ， 记 p=p(9, Q@),P 一 P(g, 日) ,从 (5.28) 式 可 得 

Ap/0Q = -8P/80. (6.25) 
如 果 我 们 到 任意 函数 了 (9, 昌 ) , 且 定 义 

2 一 77 人 g, 了 -一 925 29， 

那么 (5.35) 式 恒 能 满足 ， 因 此 , 就 称 (gy,，Q) 生 成 一 个 正则 变 
换 . 因为 我 们 可 以 不 选 (9, 们 ,而 选 偶 (9,，P)，(p, 8), 或 (4， 
卫 ) 为 (6.28) 式 中 的 独立 变量 , 所以 正则 变换 的 这 种 生成 西数 最 
然 有 四 种 类 型 .在 Goldstein(1950) (参见 参考 文献 ) 中 , 对 它们 
有 深入 的 讨论 ， 


5.6 由 从 给 出 的 向 量 和 一 次 形式 之 间 的 映射 
哈欠 顿 动力 学 的 这 种 观点 的 最 重要 特征 之 一 是 使 得 起 的 


最 1 全 


作用 类 似 于 度 规 在 黎 曼 流 形 上 所 起 的 作用 。 名 给 由 了 向 量 与 一 
次 形式 之 间 的 一 个 可 赣 的 44 映射。 如果 六 是 江上 前 一 个 向 


其 场 ,那么 可 定义 一 个 一 将 形 式 荔 

Paw(F), (6 .28) 
它 的 分 基 为 

(7 一 egF (BG.27) 


类 但 地 ,给 定 一 个 一 次 形式 场 &, 我 们 能 定义 一 个 (唯一 的 ) 向 量 
场 g&, 使 得 
a 一 (0), {6.28) 
习 题 5.3 
证 明 他 ,Fy 一 0, 因此 名 处 适宜 作为 宾 规 .- 


习 题 忆 . 生 
， 如 果 旬 = 了 ig + gdp, 证 明 
| 3 BD n 
-9 全 -FF2 (人 .2 
3 fp ) 
可 题 565.5 


证 明 ; 于 是 关上 的 一 个 哈密 顿 向 芋 场 , 当 且 仅 当 和合 是 一 个 属 当 的 一 
议 形 式 , 即 当 目 仅 当 存 在 菜 一 芋 数 瑟 , 使 得 全 =4 瑟 ,或 卫 =d 耳 . 
上 .了 泪 松 括号 


般 定 在 波形 中 有 两 个 函数 了 和 定义 向 量 场 长/ 寺 时 和 
不 ,二 dg， 考察 标 景 


nm {Ff, 外 三 ww( 玉 ), ¥) =, 及 >. (56.30) 
因为 名 =dg@ip 一 dp 侈 红 , 我 们 有 
~ 02 (5.31) 


Bm dog’ 
和 


通过 验 斌 分 ( 忱 ,) -人 iy, 可 以 证 明 上 式 ， 因 此 我 们 有 

让 -fy- 避 于 -名 分 
这 就 是 我 们 通常 定义 的 函数 和 9 的 泊 松 括号 、(5.30) 式 的 定 
义 使 泊 松 括号 有 了 一 种 几何 意义 而且 也 家 明了 泊 松 括号 确实 
是 与 坐标 无 关 的 , 它 只 与 总 有 关 . 


习 题 85.6 
(a) 定义 Xe=6 豆 ,证 骨 对 于 任意 函数 区, 有 
{KE, H}= (KR)=AK/dt, ‘65.32) 
这 里 “是 满足 嘉 = 一 dd 的 参数 ， 这 样 ,一 个 少数 与 哈密 顿 函 数 的 泊 松 括 
号 给 出 该 前 数 沿 若 一 条 解 负 线 的 时 间 谈 化 率 。 大 其 是 ， 运动 常数 与 吾 的 
泊 松 括号 为 堆 ， 
《pb) 对 于 任意 的 C2 两 数 万 9 和 有 证 明 泊 松 括 号 满足 雅 可 比 恒 等 式 
{Ff, {g, 四 十 他， 好， 了 十 二 17, 2 上 一 0。 (5.33) 
《ce) 由 此 证 明 


Cz;, 及 。] 关 一 Ki, (5.34) 
因此 , 哈密 顿 向 量 场 组 成 -… 个 李 人 代数， 


羽 .8 多 粒子 体系 , 辛 形式 

一 般 地 ,我 们 讨论 的 体系 欧 自 由 度 大 于 一 ,因而 有 一 个 以 上 
的 g 和 和 p， 对 于 在 三 维 空间 中 运动 的 粒子 而 者， 就 有 3 个 Y 和 
3 个 p, 因此 相 空间 是 6 维 的 .六 个 这 种 粒子 的 体系 , 就 有 一 个 
Gy 维 的 相 空 间 。 如 果 我 们 现在 考察 一 个 具有 4 个 自由 度 的 一 
般 体 系 , 那么 此 时 相 空 间 就 是 2% 维 的 , 而 且 上 上 述 的 所 吉 结 果 都 
基 有 效 的 ,只 要 我 们 把 二 次 形式 名 取 为 

多 二 dqgs dys (DB .35) 

就 可 以 了 。 这 样 的 性 称 为 一 个 六 形式 ,而 相 空 间 因 之 成 为 一 个 
1 


字 流 形 . 
习 题 $6.7 
(a) 如 果 瑟 一 4 六 是 五 的 一 个 不 变 量 , 即 忘 ; 满足 
Px,H=0, (5.36) 
主 明 了 是 一 个 运 翅 常数 ， 《参见 习题 5.6.) 1 
《np 在 相 空 间 中 宝 尺 下 列 体积 形式 元 
半 一 攻关 区 . (5 .87 
一 
网 次 
这 里 3%4 是 该 帘 间 的 维 数 ， 证 朋 何 头 0。 再 证 明 哈 密 顿 向 晤 场 旷 在 这 ~- 体 
积 测 度 中 是 艇 麻 为 堆 的 ， 换 音 之 , 相 空 间 中 的 这 一 体积 在 体系 随时 间 的 演 
化 过 程 中 保持 不 变 ， 这 就 是 所 谓 的 刘 维尔 定理 . 


习 题 5.8 


现在 我 们 来 证 明 3. 翅 节 中 关于 开 林 向 量 与 守 挤 量 之 间 关 系 的 一 些 评 
述 . 对 于 粒子 的 运动 , 相 空间 中 的 坐标 是 设 久 Pd 一 荆 ， 各 一 十 ， 万 哈 
密 顿 函数 是 互 = (1/3p0g83pipy 二 而 Co， 如 果 忆 是 一 个 开本 向 量 , 且 沿 着 
,六 为 常数 , 试 证 明 此 时 的 共 轿 动 晤 my 持 U 多 ;是 一 个 守恒 僵 .( 提 示 : 应 
用 习题 5.7, 把 马 定义 为 相 空 间 中 的 空间 部 分 与 相等 而 动量 为 零 的 向 
量 场 .证明 


Yr H=0, 


并 从 全 .时 ) 式 中 求 出 于 


5.9 线性 动力 学 体系 ; 辛 内 积 和 守恒 量 
对 于 线性 体系 , 有 简单 得 多 的 方法 来 系统 地 得 出 守恒 定律 ， 
所 谓 线 性 体系 , 指 的 是 哈密 顿 苑 数 具 有 下 列 形 式 
H=- 3 (CTABp, mat Vspy0) (5.88) 
的 动力 学 体系 ,其 中 开 “和 六 是 与 Bu 利信 无 美的 这 种 体 
和 之 所以 称 为 线性 的 ， 是 国 为 运动 方程 组 是 ,14 ps} 的 一 些 线 


一 交配 * 


性 方程 ， 


A - 2 一 一 习 eag2， (5.39) 
出 nm 
dg 一 2 -TD Thnp. (5.40) 


注意 , 我们 可 取 了 3 一 了 M4 和 六 4s=Vsa， 因 为, 例如 说 于 全 的 
斜 对 称 部 分 , 当 与 对 称 表 达 式 apa 编 并 时 , 对 五 是 无 贡献 的 . 

体系 的 线性 性 保证 了 ， 若 {9 Poa} 和 {9 pws 是 解 ， 
出 fog 而 二 Bq 入， opona 十 Bpeaia} 也 是 解 ， 这 里 a 和 8 是 任意 常 
数 ， 因 此 ,这 一 相 空 间 不 仅 基 一 个 流 形 , 它 还 育 一 个 自然 的 向 量 
空间 结构 ， 往 量 空间 当然 是 一 类 流 形 ， 因 为 从 它 到 如 中 有 一 
个 号 射 . 但 是 向 量 室 间 是 这 样 的 -一 个 流 形 , 它 与 它 每 一 点 上 的 
切 空 间 都 是 同一 的 .这 是 因为 向 量 空间 中 的 一 条 曲线 是 向 量 的 
2 该 曲线 的 切线 正 是 沿 着 该 曲线 前 向 量 的 导数 ， 它 就 是 

一 向 景 ， 妓 该 向 量 空 间 中 航 另 一 元 素 ， 一 个 向 量 空间 是 其 白 
身 砚 切 宙 还 不 至 于 此 : 所 有 的 名 空间 7, 很 此 都 有 一个 自然 
的 同化 ， 这 样 , 我们 就 能 定义 位 于 不 邮 7 中 的 向 量 相等 还 是 不 
相等 ; 这 只 要 比较 它们 的 分 量 是 否 相等 就 能 办 到 ，【 这 意味 着 回 
量 空 间 是 -个 平 直 的 流 形 , 参见 第 六 章 . ) 

因为 相 空间 中 的 一 点 是 一 个 向 最 , 我 们 就 能 用 辛 带 式 w 来 
定义 相 空 间 元 素 之 间 的 一 个 内 祝 ， 如 果 了 am 是 分 量 为 位， 
eyas 和 一 1，…， 广 } 的 向 量 ，Y63) 是 分 量 为 得 饭 , posyx} 的 加 
量 , 那么 定义 它们 的 准 内 积 为 

oF 0n, Vrs) 一 之 各 Poa4 ena). (5.41) 

车 了 (回程 卫 cw《 少 者 是 解 曲 线 ， 风 它们 的 辛 内 积 与 时 间 t 尖 
关 . 为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 只 要 简单 地 把 运动 方程 代入 dw(Fa,, 
二 eo)7 的 天 达 式 中 就 可 以 了 (这 里 要 对 重复 的 指标 求 和 )， 


"1 


如 ~ 六 雹 Ee d 
ey Fy) 一 pn 二 9 Dey a 


-0 {g&) Pe — 4 Depa 
=—T ppmat Vasgdyye, 
— Tpnapea Fang. 
由 了 23 和 Vs 的 对 称 性 ,如 果 了 olt)} 和 了 cw( 信 是 解 的 话 , 那么 
我 们 可 得 
4 oFy, Peo) =0. (5.42) 


这 一 辛 内 积 使 我 们 能 以 优美 的 方式 定义 某 些 与 解 相 联系 的 
守恒 量 。 初 看 起 来 ， 这 -点 可 能 并 不 明显 ， 虽 然 辛 内 积 是 守恒 
的 , 但 是 一 个 解 与 其 本 身 的 辛 内 积 是 恒 等 于 零 的 ， 然而 有 一 个 
诀窍 ， 使 用 体系 的 ( 即 了 42 和 ss 的 ;- 个 不 变量 ， 从 一 个 解 它 
生成 密切 与 之 相关 的 男 一 个 解 。 例如 , 假定 了 43 和 了 了 sz 是 与 时 
间 无 关 的 ， 那么 返 动 方 程 将 告诉 我 们 ， 车子 ( 信 是 解 ， 则 4 了 /dt 
也 是 解 ， 我 们 抬 解 了 的 正则 能 景 定义 为 

BelF) 一 名 (了 7 ). (5.43) 
容易 证 明 2 人 了 ) 正 是 哈密 顿 冰 数 在 解 上 下 的 值 . 

嚼 一些 守恒 量 也 很 容易 导出 通常 发 生 的 情况 是 ，742 和 
as 与 定 尺 动力 体系 的 流 灌 (对 于 非 相 对 性 动力 学 , 是 欧 几 和 侍 得 
空间 7 的 誉 标 {o 有 关 ， 如 果 象 习题 5.8 中 一 样 ， 存 在 某 一 向 


虹 场 林 , 使 得 . 
A {6.44) 


那 就 存在 一 个 与 UV 有关 的 守恒 车 ，( 在 计算 .LpT4? 时 ,更 注意 
把 表示 相 空 间 中 的 指标 4，B 与 了 和 2 在 原 流 形 上 的 张 量 特性 区 
别 并 来 ， 肯 当 人 4 可 能 是 原 流 形 上 的 标量 或 张 量 , 这 乾 视 量 y' 等 
是 标 最 还 是 高 阶 张 其 而 定 ， 上 标 4 复旦 是 一 些 标 襄 ， 在 计算 


"tT 


4 关于 好 的 李 导 数 时 ， 它 们 并 不 表示 了 4 应 该 作 为 一 个 ( 0 ) 


型 张 灌 来 处 理 . 这 是 因为 可 是 原 流 形 上 的 一 个 向 景 场 , 而 不 是 
视 空 间 中 的 一 个 商量 场 .) 如 前 记述 ， 活 了 是 和 解 , 则 wy 了 也 是 
解 . (再 提醒 一 下 ,这 是 原 注 形 中 的 , 而 不 是 相 空间 中 的 一 个 导 
数 , ) 所 以 我 们 定义 下 列 ( 守 惜 的 ) 正 山 志 动量， 
Pr(Y) =o( oF, F). (6.45) 
谈 者 最 好 里 己 演算 一 个 简单 的 例子 (如 习题 5.8 中 的 那个 鲍 
子 ) 以 证 实 这 样 做 确实 会 给 出 通常 的 守恒 景 . 
虽然 我 们 一 直 限 于 讨论 具有 有 限 个 (N) 自由 度 的 一 些 体 
系 , 但 是 上 面 的 方法 能 直截了当 地 推广 到 连续 体系 (如 波动 方程 ) 
中 去 . 熟悉 珊 菜 因 -- 高 登 方程 的 读者 可 能 会 斌 出 下 列 辛 内 积 。 守 
性 的 克 莱 因 -高 登 流 密度 几 本 一 下 天 的 积分 怡 好 是 (精确 到 一 个 
常数 因子 ) 名 Gb" 由)。 关于 流体 中 波 的 正则 守恒 量 的 讨论 及 其 
在 稳定 性 问题 中 的 应 用 , 读 填 可 以 在 Triedman 外 Behutz (1978) 
(参见 参考 文献 ) 中 找到 有 关 和 材料 
直 .10 ”哈密 顿 方程 的 纤维 从 结构 
在 5.4 节 中 我 们 把 相 空 间 定 义 为 誉 标 是 罗 和 的 流 形 ， 挛 
这 最 初 的 论述 中 隐藏 着 大 量 有 趣 和 重要 的 结构 ， 假 定 一 个 动力 
学 体系 , 对 应 于 它 的 自由 度 育 , 有 育 个 坐标 {99，。 这 些 举 标定 
义 了 一 个 称 之 为 位 形 空间 的 流 形 妇 ， 而 该 动力 学 系 随 时 池 的 汗 
化 可 用 下 中 的 一 条 曲线 Fr( 旨 描述 ， 此 时 拉 格 朗 日 水 数 名 是 
各 dg/aqs 的 画 数 ， 因 此 是 了 MC 的 霓 从 ) 上 的 一 个 函数 ， 现 
在 我 们 证 明 动 量 
p04 |a(lg.s) (5.46) 
是 下 上 的 一 个 一 次 形式 场 ， 即 余 切 从 2 上 的 一 个 裁 面 ， 我 


1 


们 将 从 包 前 变换 性 质 来 证 明 这 一 点 、 证 我 他 来 定义 形 的 新 从 
标 : 
QQ 9). (5.47) 


所 是 新 的 动 基 就 是 
Py= 


DF _OF 0 5.48 
Bo ~ Bo Boh (5.48) 


现在 地 和 他! 痢 是 任 党 点 了 了 虐 的 纤维 中 移交 素 。 而 且 这 一 轩 
维 上 的 华 标 经 受 一 个 由 人 6, 生 ) 式 诱导 的 自然 的 变换 。， 也 即 ， 若 
F 基 呈 点 的 任意 图 基 , 则 它 的 分 居 的 变化 为 
Vr A pr dP, 
这 种 变换 也 适用 于 速度 向 量 中: 
Or 2 
在 嫩 . 骆 ) 式 中 代入 这 一 结 取 , 则 有 
万 一 As pas 《5.49) 
町 此 动量 确实 是 一 个 一 次 形式 . 
南 此 可 知 ,坐标 为 {9 gx} 的 相 空 间 只 不 过 是 余 切 从 TP“M， 
而 哈密 赖 函 数 就 是 该 从 上 的 -个 商 数 ， 还 有 一 点 就 是 车 形式 
名 一人 _ 
{ 使 用 求 和 规约 ) 是 与 型 中 的 开标 无 闫 的 ， 对 于 它 , 变换 是 
0 (0 0 = A dg 
Py — My py — A pod! A d pn. 
( 记 信 : 算 子 作用 在 到 下 上, 证 不 是 在 于 上 ,而 且 沼 数 外 只 
是 型 的 玲 标 的 秒 数 )， 于 是 我 们 得 到 
六 PP 一 Ad {5.51) 
现在 我 们 还 有 


“5.50) 


一 


全 全， 


因此 (5.51) 式 变 成 
上 Or 六 dD, 一 一 < /A pd 大 全 :十 de’ 站 Fp. 

其 中 右边 的 第 一 项 为 零 , 这 是 因为 

a 

让 BO 
对 志和 1 是 对 称 的 , 而 第 一 项 是 dj 与 射 对 称 形式 6&:Ad8: 的 
缩 并 ，、 所 以 包 基 与 下 的 坐标 无 美的 , 它 是 余 急 欠 TC 如 上 的 一 
个 特 榴 结构 。 出 于 习题 5.7(b) 中 定 文 欧 体 积 洪 式 9 是 处 处 不 
为 零 的 ,所 以 TI*2M 但是 可 定向 的 ， 

虽然 在 我 们 的 一 些 榈 子 中 ,纤维 从 结构 是 平凡 的 ( 即 作 

为 9 空间 :与 $8 空间 的 习 积 ), 但 明显 的 是 也 有 可 能 有 非 平 几 的 流 
形 了 HE 及 纤维 从 TP* 对 ， 在 其 中 上 述 的 所 有 与 华 标 无 关 的 公式 只 
是 在 局 部 坐标 片 中 才 成 立 ， 基 至 象 一 个 约束 在 球面 上 运动 的 一 
里 小 珠子 这 样 简单 的 例子 ,其 相 空 间 都 有 一 个 非 平凡 从 的 结构 ， 
这 我 们 在 2.11 节 中 已 指出 过 了 . 


0 电磁 理论 
5.11 应 用 微分 形式 重 币 表 述 麦 克 斯 韦 方 程 组 
麦克 斯 市 方程 组 在 6c 一 po 一 @ 一 1 的 单位 制 中 前 道 常 形式 为 


VxB--$ EB-4n], (5.528) 
2 

VxE-t.,, B=-0, (5.52b) 
vy.B-0, (5.520) 
Vv. dp. (5.529) 


自然 ,在 写 出 这 些 方 程 时 ,我们 用 了 通常 平 真 的 三 维 空 间 中 的 旋 
度 和 散 度 算 子 ， 
?和 人 四。 


A 


我 们 下 而 将 说 明 还 有 一 种 只 使 用 度 规 和 外 微分 的 概念 来 写 
出 这 些 方 鹤 的 方法 ， 首 先 我 们 拒 (5 .多 ) 式 写成 相对 论 不 变形 
式 1， 为 此 我 们 先 定义 法 拉 第 二 次 形式 了, 它 的 分 量 是 
0 一 —E, —B:\ 
BB 0 五 —B, 
Ey —B, 0 B,| 
BE: BB —B: 0 
《这 里 如 2.34 节 中 一 样 , 希 错 字母 指标 遍及 tw, y, 4) 


(FN = (5.53) 


习 题 5.9 
证 明 在 空间 转动 下 , Fw 的 变换 方式 使 得 EB 各部 按 三 比 向 量变 换 ， 


人 慌 肪 于 法 拉 第 张 量 ， 考 克 斯 韦 方程 组 有 一 个 特别 简单 的 形 
式 . 例如 ,(5.52b，o) 式 中 的 四 个 方程 就 是 
Fe = 00 一 0, (5.54) 
其 中 我 们 使 用 了 方 括号 , 这 类 未 斜 对 称 化 。 


习 是 所 .加 


(a) 证 阴 悟 . 利 ? 式 包含 四 个 线性 独立 的 方程 
Cp) 从 (5.53) 式 给 出 的 售 的 分 量 计 算 66, 斋 ) 式 ， 并 证 明 它 等 价 于 
.hb, 上 式 ， 


对 于 刹 证 的 一 些 方程 ， 如 果 我 们 引入 在 这 一 奉 标 系 中 分 其 
为 | 
+ 不 癌 血 这 一 -方面 的 读者 ,请 同 记 一 下 : 麦克 斯 韦 方程 组 是 对 于 光 的 正确 理论 ， 


而 公立 狭义 相对 沦 就 是 为 了 解释 光 的 基 些 性 质 , 因此 去 吉 斯 书 方 程 组 已 是 正确 的 相 
对 论 性 的 了 。 我 们 这 里 需要 做 的 公 是 为 这 些 方 甜 找 -- 个 方便 的 形式 。 


未 名 1 。 


-1000 
0100 
YG) oo 1.0 
0001 


(5.55) 


. 也 
的 犹 义 相对 论 的 度 规 的 话 ， 于 么 我 们 就 能 定义 一 个 他 对 称 ( 2) 


型 张 量 卫 它 的 分 量 为 
Fa = BP, 
0 EH EH, Rh, 
cp 0 BB 
-HB 0 BB 
EB BB-B, 0 
习 题 5.1£ 


证 畏 导 .50) 蕊 。 


导 是 剩 下 的 一 些 方程 可 表示 为 
Pe dee, 


(5.56) 


(5.57) 


这 时 我 们 已 定义 了 四 维 向 量 流 ， 它 的 分 景 是 和 2?=p, 让 一 (J)， 


对 于 名 二 %， 2 2}. 


习 题 $5.13 
评 明 (5.57) 式 的 四 个 方 各 怡 好 就 是 人 5.52a~ 中 项 。 


至 此 我 们 一 直 坚 持 使 用 沿 伦 瘟 举 标 ,这 是 因为 最 则 
(5.54) 式 是 与 坐标 无 关 的 ， 但 是 (5. 可) 式 并 不 是 一 个 在 任意 华 
标 系 中 才能 成 立 的 张 量 方程 (请 回忆 一 下 习题 4.15)。 另 一 方 


时 22 和， 


面 ,我们 在 习题 4.28 中 看 到 , 如 果 我 们 有 -~- 个 体积 形式 , 那 就 应 
2 
淡 如 何 来 定义 一 个 他 对 移 ( 0 ) 型 张 量 (二 次 向 适 ) 的 全 底 因为 
我 们 有 一 个 度 规 , 同时 因为 各 /6, 8/6x, 8/6y, 98122} 在 此 度 规 
中 攀 成 一 个 应 变 归 一 基 , 所 以 好 体积 形式 是 
CAdr A dy de, 
下 面 的 习题 忽 续 我 们 的 讨论 。 


习 题 5.13 
(ay 定 六 二 次 形式 “为 下 列 六 并 : 
*F= FF), (5.58} 
即 (Fy as te. 


自然 这 是 我 们 在 第 外 章 中 引入 的 耳 的 对 偶 ， 斌 用书 和 BB 表示 (个 ,的 


tp) 用 下 列 缩 并 定义 二 次 形式 * 池 ， 


#4 = (65.50 
评 明 入 .579 臣 等 价 于 
GR = (6.60) 
瑟 的 可 题 34.9, 这 也 就 是 
div. 了 一 4 {5.01) 


注意 , 在 我 们 的 老 克 斯 书 方程 组 的 新 形式 的 两 部 分 之 间 , 闪 

极 友 的 形式 上 的 相似: 
G 产 -0， {5.54) 
TF dn. (5.60) 
还 应 注意 到 , 它们 现在 与 坐标 是 完全 雹 关 的 , 因此 它们 在 其 有 度 
规 ( 因 为 从 得 到 了 需要 度 规 ) 的 任何 流 形 之 中 郡 有 这 一 形 


+ 


避 . 绚 ) 式 和 (全 .60) 式 之 间 的 相似 性 深 藏 在 麦克 斯 韦 方程 组 
2 注意 ,对 媚 进 行 “*" 运 算 可 简单 地 通过 交换 卫生 得 到 
(参见 习题 5.13(a))， 还 请 回忆 一 下 ,v 是 电 流 密度 .如 果 有 
磁 单 极 欧 话 , 我 们 将 有 两 个 流 密度 7。 和 J, 而 才 沉 斯 韦 方 程 组 
将 有 下 列 对 称 的 形式 ， 

Fd (5.63) 


习 题 5. 圭 ~ 


C3) 证 明 全 -的 ) 式 ， 
人 hb) 利用 外 微分 方 流 证 骨 : 方程 如.60) 保 证 了 电 菏 守 桓 , 即 
divCrm =0. (5.63) 


习 题 5.5 


用 下 述 方 法 导出 对 于 电 薪 的 积分 定 玫 
(a) 选取 什 意 可 定向 的 二 维 超 曲面 党， 4 并 地 古 .60) 式 限制 让 其 上 证 
明 这 一 限制 与 外 微分 本 变换, 汀 
GT gm dF) ly. 
CD) 选取 玫 的 :一个 区 城 多 它 的 边界 为 3W， 让 名 上 对 (5.60) 式 的 限 
贡 积 介 , 再 妹 用 斯 托 克 斯 定理 导出 (对 于 适当 的 肛 制 而 言 )， 


.2 加 ee 
{r》 在 国 可 去 斯 革 时 空中 ， 对 于 x 是 由 t= 常数 表示 的 一 个 超 遇 而 ， 
而 入 33 是 一 球 夯 的 那 种 情况 ,证明 : 屯 场 的 法 向 分 醒 在 38 上 鸭 各 分， 给 
了 双 由 的 总 电荷 ， 


多 ,到 ”电荷 与 拓扑 

出 十 我 们 现在 能 够 在 具有 度 规 的 任意 流 形 上 论述 麦 宛 斯 圳 
方程 组 ,我 们 本 只 提出 两 种 尝试 ,它们 道 过 回答 “电荷 是 折 扑 ” 斌 
图 来 解答 "电荷 是 什么 "这 一 令 人 困惑 的 问题 , 第 一 种 尝试 是 了 
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A. 囊 勒 (1962 年 ) 提出 的 ， 他 的 解释 是 极为 简单 的 ， 厦 一 下 图 
5.2, 其 中 画 出 了 革 一 假想 空间 中 4 一 常数 的 一 个 超 曲面 。 画 出 
的 线 是 耳 的 积分 曲线 。 此 时 电荷 密 诬 处 处 为 零 , 且 这 些 积分 曲 
线 或 是 闭合 的 ( 穿 过 手柄 , 从 一 个 洞 穿 出 , 从 另 一 个 洞 穿 进 ) 或 是 
无 限 的 (虽然 它们 穿 过 手柄 )， 考虑 一 个 实验 者 , 他 在 环 绒 基 一 
泻 的 球面 8 上 滑 基 卫 。 他 将 推 斯 出 ; 积分 | 名 |。 肯定 不 为 夫 
(在 8 ,五 全 部 指向 外 面 ), 并 将 说 该 洞 有 正 电荷 。 同样 , 环绕 
另 - 个 酒 的 一 个 球面 将 给 出 同样 大 小 的 负电 符 ，( 习 题 5.15 的 
计算 不 成 立 了 ,因为 8 不 能 把 该 流 形 分 成 内 部 和 外 部 ,参见 图 
4.10.) 因 此 这 是 一 个 “没有 电荷 的 电 敬 "的 模型 ， 这 个 模型 也 内 
带 说 明了 为 什么 负电 荷 与 正 电 葡 福 等 ， 但 也 有 两 个 不 足 之 处 ， 
第 一 , 没有 人 能 求 得 , 例如 说 爱 因 斯 坦 方 程 的 解 , 是 如 此 的 时 空 
几何 ， 第 二 , 设想 商 个 可 能 高 得 很 远 ， 且 以 它们 自己 特殊 的 “和 于 
禄 ” 连 在 一 起 的 电荷, 在 哲学 上 来 说 也 许 是 不 能 令 人 注意 的 . 

第 二 种 尝试 更 为 复杂 、 它 所 用 到 的 流 形 , 由 于 手柄 的 特殊 
构造 使 之 不 能 定向 ， 这 是 索 金 (1977 年 ) 提 出 米 的 (参阅 第 四 章 
的 参考 文献 )， 在 这 个 模型 中 ,两 个 洞 具有 同样 的 电荷 ， 轩 此 可 


图 5.3 附 吉 在 一 售 三 维 流 形 ¢ 其 中 一 维和 没有 画 出 + 上 的 -个 “ 娃 洞 "或 手柄 . 
力 线 中 以 穿 过 手柄 出 来 , 并 肯 度 进 共 ， 愉 而 售 得 每 一 全 同 订 * 在 一 个 无 电 葵 
指 室 闻 中 具有 电荷 的 外 但 . 
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以 假定 它们 是 紧 贴 在 一 起 的 , 从 而 组 成 对 于 外 部 观察 者 求 说 , 强 
度 就 象 是 每 一 个 洞 的 两 倍 的 单个 电 茶 。， 此 时 习题 5.16 已 不 成 
立 了 , 因为 该 流 形 是 不 可 定 上 加 的 ， 这 种 模型 克服 了 囊 鞭 模型 的 
第 二 个 不 是 之 处 , 但 第 一 个 不 足 之 处 仍然 存在 。 而 且 这 两 个 模 
型 都 不 能 解释 为 什么 两 个 没有 联系 的 电荷 会 是 相等 的 。 然 而， 
它们 站 明了 一 个 越 来 越 变 得 令 人 信服 的 信念 ， 对 于 理论 物理 而 
说; 远 不 止 是 一 些 局 部 微分 方程 而 已 ! 


##.13 关 势 


麦克 斯 书 方程 组 存在 着 “ 炎 势 ”"”， 这 一 点 可 以 从 (6.54) 式 自 
然 得 出 四 为 三 是 一 个 闭 的 二 次 形式 , 因此 就 存在 一 个 一 次 形 
式 4, 使 得 

Fdd (5.64) 
在 任意 点 的 某 一 令 域 中 成 立 ， 借 助 于 度 规 可 将 此 一 次 形式 映 为 
一 个 向 量 , 这 就 称 为 和 失势， 当然 ,更 为 自然 的 落 念 应 是 一 次 形式 
势 .。 注意, 4 不 是 唯一 确定 的 , 对 于 任意 渭 数 5 定义 这 一 于 + 
,这 也 给 出 (5.6 人 式 中 的 玉 ” 这 是 一 个 规范 变换 , 还 请 注意 ， 
如 果 徽 单 极 存 在 的 话 ， 郑 各 Si 闲 永 能 处 处 为 零 ， 根据 我 们 在 第 
站 章 中 对 恰当 形式 的 讨论 ， 内 可 以 蛮 不 包含 磁 单 极 的 简单 区 域 
中 定义 由。 特别 是 在 一 个 包含 磁 单 被 的 得 界线 的 上 时空 区 域 中 ， 
就 趟 能 处 处 首尾 一 致 地 定义 这 个 一 次 形式 

习 题 5.16 

{a} 证明; 车 存在 一 个 一 次 形式 势 A, 那么 用 韭 要 对 论语 言 米 说 , 它 与 
标 尤 吃 和 矢 扫 有 4! 的 美 系 由 旦 ,外 = 446, 二 条 丘 1 二 一 刁 ,( 一 次 形式 ;, 这 里 
章 指标 与 个 . 闻 ) 式 的 坐标 有 关 ， 

Cb》 求 出 (8) 中 定义 的 加 和 省 在 规范 变换 下 将 如 何 变化 . 

4e) 阅 明 由 磋 单 极 给 一 次 形式 势 4 带 来 的 问题 ， 沦 虞 光电 荷 而 无 
+ 2 


三 单 设 的 请 况 , 在 其 中 , 对 于 “六 ,用 等 式 "六 一 谣 定义 一 次 形式 势 包 

《 根 混在 “*" 送 算 下 电场 和 磁场 之 问 的 对 揭 ， 就 如 亢 对 右 一 样 , 作对 是 
荷 具有 同样 的 -. 些 问题 . ) 用 名 写 出 卖 克 斯 书 方程 组 ， 并 证 明 : 午 在 不 将 二 
荷 ,及 能 牧 缔 为 零 的 区 域 中 存在 ， 在 单个 孤立 址 下 电荷 了 的 情况 中 , 通过 
求 出 等 的 一 个 曲 听 的 解 米 证 明 上 述 各 的 存在 。 


届 .14 平面 波 一 一 一 个 简单 的 例子 


众所周知 , 平 商 电磁 波 以 光速 传播 ， 考察 一 个 特殊 的 法 拉 
第 张 量 ”%， 它 的 所 有 分 量 只 是 v=t 一 4 的 函数 (回忆 我 们 用 的 
是 ~ 工 的 单位 制 ): 
Pee A 8) = A (5.65) 
这 一 张 量 满足 真空 方程 9 他 ~0 和 dd 六 =0 的 条 件 是 什么 ? 从 
《5.65) 式 , 我们 有 
dF a(t bdo Nd )=3 HF) Ndr de 


= 地 (4 wf Ou) de A dr A da 
从 (5. 可 ) 式 容易 得 出 
GF- | CB, - Bd. vA dy Bd A dy A ds 
da 
a Bd dy 2 .. a 四 
RN |, 
由 它 为 零 能 排出 { 略 去 任何 址 态 场 )， 
Bs— By, B= — Es, Bo—0. (5.66) 
习 题 后 .好 
证 央 ， 从 方程 误 久 一 0 能 推出 : 
Be=B,, By= —E,, Er=0). (5.07) 


Ra" 


从 这 一 习题 ,我 们 看 到 平面 电 袜 波 有 横向 电场 和 磁场 { 即 与 
其 传播 方向 垂直 的 场 ), 而 且 它们 由 对 应 于 该 波 的 两 个 独立 极 化 
的 两 个 独立 函数 如 (和 到,(w) 席 确定 


D 理想 流体 动力 学 

5.15 李 导 数 的 作用 

“理想 ”流体 指 的 是 无 粘 洪 性 并 绝热 ( 即 无 热传导 ) 地 运动 着 
的 流体 ， 熟 知 的 是 ,这 种 流体 遵守 某 些 局 部 的 守恒 定律 ; 在 其 这 
动 过 程 中 , 任意 流体 元 具有 恒定 前 质量 、 峭 , 以 及 在 某 种 意义 上 
说 还 有 涡 量 ， 这 些 守恒 定律 通常 是 应 用 普通 的 向 基 分 析 来 推导 
的 ,看 上 去 这 是 相当 复杂 的 ， 从 几何 的 观点 来 看 , 流 的 存在 就 使 
我 们 立即 想起 应 用 李 导 数 。 我 们 现在 就 来 证 明 ， 当 用 李 导 数 来 
处 理 这 些 局 部 守恒 定律 时 , 它们 就 显得 清楚 多 了 . 

5.16 ” 共 动 时 间 导 数 

我 们 在 习题 4.22 中 已 经 看 到 , 通常 形式 为 

Seidiv(pP) =0 
的 连续 性 方程 ,具有 下 列 形 式 ， 
($+ Lr) p60) ~0, (5.68) 

其 中 名 一 dzw 人 dy 全 是 欧 几 里 得 空间 中 的 体积 三 次 形式 . 算 子 
《By8t 2) 是 眼 随 … 个 特定 的 流体 元 的 自然 的 时 间 微分 算 子 . 
为 了 说 明 这 一 点 , 我们 不 考虑 空间 , 而 要 考虑 称 之 为 如 利 略 时 空 
的 四 维 流 形 , 它 的 坐标 是 (z, 9 z, 人 (参见 2.10 节 )， 事实 上 ， 
任意 :一 常数 的 超 曲 曾 就 是 一 个 饮 刀 里 得 空间 ， 于 是 某 一 流体 
"2 


元 的 运动 特 在 该 时 空中 画 出 一 条 称 为 该 元 的 岂 界线 的 曲线 ， 图 
5.3 申 国 出 了 两 条 这 样 的 世 

界线 (44 和 BB')， 在 时 间 A 久 ， 

的 一 个 无 限 小 变化 必 申 , 此 | | ， 
澳 线 上 汽 标 为 人 芒 雹 区 » 


的 一 点 移动 到 坐标 为 (z 十 AL YY 


Veilt, wp 二 了 sip 
。 Yt! 和 时间 的 油 个 宰 时 ,以 及 
十 dD 的 另 一 点 ， 如 果 我 们 两 个 疯子 的 丙 条 世界 线 44' 和 BB. 


把 四 维 流 形 中 该 世界 线 的 切 牛 服 可 是 用 时 间 + 为 参数 的 物 线 矶 4 
线 记 为 可 ， 那 么 它 的 分 量 显 。 的 多 作 

然 为 (V5 PY, Vs, 二, 跟随 流体 元 的 时 间 导 数 科 单 地 就 是 .Zr 
即 沿 着 该 元 的 世界 线 上 的 自然 导数 . 


习 题 总 把 
应 用 (3.5 式 证 明 
oP- (tf Ty (5.69) 


这 里 二 是 = 常数 的 超出 面 


三 00), 


的 尾 意 向 晨 场 ， 即 斜 意 纯 裤 间 向 最 场 (W' 


如 困 以 完 件 在 1 一 常数 的 址 维 空 间 中 的 任意 | ”| 开张 六 
和 


代替 (5.69) 式 中 的 下 ， 那 入 显然 全 .69) 式 仍然 成 立 ， 看 米 可 能 
是 , 张 最 是 纯 空间 的 这 一 性 质 , 往 此 四 维 流 形 的 学 标 改 变 下 不 是 
不 迹 的 ， 因 为 这 一 性 质 简单 地 就 是 表明 该 张 晤 的 所 有 # 分 景 痢 
是 等. 可 是 ,因为 在 菲 相 对 论 性 物理 学 中 对 空间 和 时 间 之 间作 出 
了 严格 区 别 ， 张 量 的 纯 空 间 性 不 随 该 四 维 流 形 中 的 坐标 变换 而 
改变 , 这 -一 种 看 法 还 是 可 接受 的 . 


+ 过 


习 题 $5. 
对 体 咎 赂 时 宣 前 纤维 基 结 构 公 -区 节 ) 保持 “自然 "的 屋 一 般 至 标 变 换 


旦 
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站 C5,70) 


证 曲 ; 症 这 种 变 欣 下 ,时间 分 最 为 零 ( 鼻 f 加 中) 的 -个 (5) 型 张 

是 名 仍 队 持 时 间 分 量 为 零 , 布 空间 分 量 为 零 ( 即 只 有 有 Bi 不 为 零 ) 的 -个 
0 

(，) 型 张 量 B, 仍 保持 空间 分 量 为 堆 ， 


5.17 运动 方程 
液体 是 绝热 的 条 件 意 昧 着 流体 元 的 总 科 必 须 是 守 导 的 ,用 
比 丧 St 单位 质量 的 粮 ) 来 研究 是 方便 的 。 企 流动 中 ,已 显然 是 


(+ 5)S=0. {8.71) 

对 于 庄 强 为 p, 且 在 势 为 少 的 重力 场 中 运动 的 流体 而 言 ， 它 的 欧 
拉 适 动 方程 为 ， 

% pi 2 Fi. -rr 作 十 - -二 $=-0 (5.72) 


由于 下 而 两 个 原因 ,这 一 方程 仅 在 鱼 卡 儿 沁 标 中 才 是 成 六 的 , 第 

一 , 有 一 些 指标 在 沾 面 , 有 一 些 指 标 在 下 章 ， 只 是 在 正 交 归 一 基 

中 , 它们 才 会 没有 区 草 - 第 二 , 仅 当 谈 换 侍 阵 必 与 位 置 无 关 时 ， 
工 

项 apwaos 才 如 -- 外 1 开张 最 于 样 变换 (习题 4.5)， 从 一 个 


笛 卡 名誉 标 系 到 另 -- 个 储 卡 儿 汐 标 系 的 变换 能 使 这 一 点 成 立 ， 
为 了 修改 十 .73) 式 使 之 对 任意 坐标 系 成 立 ， 通 常 的 做 法 是 引入 
协 变 导数 ( 它 的 定义 在 下 一 章 讨论 歼 曼 才 何 时 给 出 )。 这 里 我 们 
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给 出 一 各 非常 有 启发 性 的 不 同 处 理 方法 ， 首先 , 注意 到 (5.12) 
式 的 前 而 两 项 可 以 写成 


让 了 人 AF 
a2 th 5 1 


这 是 因为 在 笛 卡 儿 举 标 中 , 严 和 六 之 问 是 没有 区 别 的 . 《上 自然 ， 
我 们 这 时 要 用 到 此 注 维 空间 中 有 有 - -个 度 规 张 基 这 一 事 疾 .7 其 
次 ,用 一 次 形式 下 一 E| <F，) 的 本 导数 (C3.1 式 ) 米 民 普 导数 
WB /Ow 


CP YI rT 2 
Bi! 


-人 


其中 为 了 得 到 最 后 的 雪 达 起 ， 我 们 将 次 用 到 了 记 一 让 这 一 点 . 
因而 我 们 有 
-1_ »” Fy 日 /1 jy 
下 Bn 7 (YA 四 Bet (3 F ). (5 .73) 
上 式 右边 的 两 项 在 任意 坐标 系 下 都 是 张 量 ! 所 以 ，(5.72) 式 变 为 
下 列 与 全 标 和 万 类 的 表 江 。 


Pp Ap) 5.70 


语 
各 此 趟 中 。 度 规 具有 决 尖 和 作用 ,但 是 江 尖 尖 的 ， 从 六 攀 旷 
1 需要 度 规 ,构造 1 一 了 分) 也 需 鉴 度 规 . 


5.18 涡 量 守恒 

我 们 现在 能 够 来 研究 漫 量 守 民 定律 了 ， 用 通常 的 话 米 说 ， 
涡 量 是 遗 度 的 旋 度 , 即 祥 x 六 正如 我 们 在 第 四 章 中 所 和 看 到 的 ， 
严格 地 说 这 是 外 微分 PP， 现在 外 微分 和 李 微 分 可 换 ( 自 然 ，9 
和 8/8t 可 换 , 因为 和 只 和 包含 空间 导数 )， 所 以 从 (5.7 纪 式 , 有 


= 人 当下 = 


S| 1 i 
_ 一 一 A .5 
(5 Fp) a 六 dpr.dy. (5.75) 


《为 了 简洁 起 见 ,我 们 已 去 掉 了 等身 上 的 “记号 ., ) 有 两 种 情 识 
应 予 考 虑 ， 较 为 容易 的 情况 是 , 流 形 满足 状态 方程 pP 一 ptp). 此 
时 ,dpAdpse0, 并 且 我 们 发 现 渴 量 二 次 形式 dF 满足 局 部 的 (或 
对 流 的 ) 守 恒定 律 : 

(H+ Lr) 0 (5.70) 
这 是 以 基 自 然 的 形式 表述 的 玄 姆 鹤 兹 环流 定理 。 然而 , 如 果 有 


Ur 


更 -' 般 的 状态 方程 p=p(p, 5 ,那么 就 有 一 个 不 同 的 结果 . 此 时 
避 .75) 式 欧 有 边 不 为 零 , 但 它 与 48 的 枫 积 为 零 ; 
dS Adp Adp=0, (5.77) 
习 题 扣押 
证 明生 .77) 式 ， 


(5.71D) 式 的 外 微分 给 出 
( 员 上 rejaS-0. (5.78) 
所以 作 (3.78) 式 与 d9 的 模 积 就 给 出 
SA (i) 0, 
或 2 
(+ Fy)a8 AdVF -0. | (5 ,79) 


一 方程 是 最 一 般 的 涡 启 守重 定律 , 称 为 厄 特 尔 定理 ， 
三 次 形式 48 A 入 dV 的 意义 可 能 不 是 很 明显 的 ， 介 是 可 以 把 
《5.79) 式 履 为 一 个 对 于 标量 适用 的 守恒 定律 ， 之 所 以 能 这 样 做 
是 因为 存在 另 一 个 守恒 的 三 次 形式 pw, 以 及 在 三 维 空间 中 的 任 
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意 两 个 三次 形式 是 成 正比 的 ， 所 以 就 有 一 个 标量 函数 a, 满 足 
SA 六 Gd 一 apa， {5 .80) 
于 是 《46.68) 式 和 {5,79) 式 给 出 下 列 标量 方程 ， 
(+r)e0. 
可 专 证 明 , 阁 用 通常 的 向 量 记号 表示 的 话 , 我 们 有 
-二 VI'V xV. (5.81) 


习 题 5. 抽 
证 明 人 5,81) 式 ，( 提 示 : 把 (5.30m 式 的 两 边 都 用 az Ad 和 Ads 来 表示 ,) 


使 用 第 四 章 中 引入 的 符号 , 我 们 有 

“二 人 (6 .82) 
所 以 a 是 8 六 dy 关于 pw 的 对 偶 ， 于 是 a 的 守恒 是 98 信 dy 
守恒 的 一 个 自然 的 结果 : pw 守 己 这 一 事实 意 昧 着 关于 它 来 构造 
对 个 也 是 一 种 守 握 的 运算 ， 即 这 一 运算 与 算 子 8;68i 十 -Zp 本 区 
换 ， 


习 题 56. 如 
速度 场 玉 的 切 变 在 笛 卡 儿 举 宗 中 由 下列 方程 所 定 愉 ; 
ow Vest Vy 569 (5,83) 
8 一 站 .7 了， (5 .84) 
这 明 在 任意 坐标 系 中 有 
6- 二 9 Fp 5.857 
gw- Zr9— § 09 (5.86) 


宇宙 论 
5.19 字 宙 学 知 理 


大 多 数 物理 学 家 都 知道 ， 爱 因 斯 坦 的 广 包 相对 论 结 予 近代 
物理 一 个 首尾 一 致 而 且 卓 有 成 效 的 框架 来 研究 宇宙 学 ， 即 我 们 
宇 省 的 大 尺 度 结 拘 ， 大 多 数 物理 学 家 也 知道 ， 至 少 窑 最 简单 的 
等 级 上 , 具有 三 种 基本 的 宇 窗 模 型,“ 闭 的 ”,“ 平 直 芍 ”利和 开 的 ” 
字 省 ， 也 许 知道 得 比较 少 的 是 , 公有 这 三 种 模型 的 这 一 简洁 性 ， 
根本 不 是 爱 因 斯 坦 方程 的 颖 言 或 希 论 ， 这 只 是 假定 宇宙 的 大 只 
度 性 质 是 均匀 和 各 向 同性 的 结果 . 《下 面 将 精确 地 定义 均匀 人 性 
和 各 向 同性 .每 物 班 尝 的 所 有 其 他 基本 理论 一 样 ， 广 义 相对 论 
是 一 种 动力 学 理论 ; 只 变 给 出 初始 条 件 , 该 更 论 能 预言 这 些 条 件 
今后 的 演化 , 以 及 推演 它们 过 尖 的 历史 . 宇宙 的 均匀 性 是 我 们 放 
入 的 一 部 分 初始 条 件 , 用 以 构造 最 简单 的 模型 ， 广义 相对 论 的 
重要 贡献 在 于 它 多 许 我 们 选取 空间 前 几何 学 ， 即 它 的 度 规 张 景 
场 作为 一 部 分 前 初始 条 件 ， 当 然 在 牛 辆 引力 论 中 这 是 不 可 能 
的 ，…: 卫 我 们 次 定 选取 最 区 名 的 初始 条 件 后 , 正 是 微分 几何 告 
诉 我 们 只 有 三 利 度 规 张 量 场 是 可 能 的 ， 在 下 面 不 多 的 几 节 中 ， 
我 们 就 去 找 这 些 度 规 ， 我 们 将 使 用 在 第 二 章 中 发 展 起 来 的 关于 
对 称 性 各 不 变性 的 数学 工具 ， 但 是 我 们 却 并 不 需要 知道 广义 相 
对 论 , 甚至 也 不 需要 知道 葡 曼 几何 . 

我 们 从 下 列 物理 问题 着 手 ; 宇宙 , 就 小 尺度 来 说 , 确实 是 起 
快 不 勾 的 ， 在 核 C10-35m) 到 星际 (C107m) 的 任何 尺度 内 ,我们 
宇宙 的 特征 是 , 物 故 从 集 成 一 些小 区 域 ,而 不 辣 和 类 前 物质 之 间 
或 物质 与 真空 之 闻 有 着 明显 的 界限 .恒星 本 身 或 省 或 少 地 玛 集 
成 孤立 的 星系 ,而 坚 系 集合 成 数 个 到 数 千 个 星系 团 , 甚至 星系 团 


234 。 


会 松散 地 联合 为 超星 系 图 ， 然 而 近代 天 文学 的 观察 已 能 过 远 超 
出 超 昌 系 团 的 尺度 范围 ， 而 县 人们 发 现 ,在 所 有 的 方向 上 , 宇宙 
的 竹 质 当 将 越 来 越 大 的 八 度 范围 求 平 均 时 ， 闪 趋势 是 能 得 到 越 
来 战 大 的 均匀 千 。 正 是 因为 这 些 , 大 尺度 范围 中 的 平均 恬 质 ( 特 
别 是 平均 购 度 和 速度 ) 对 宇 夫 的 动力 学 是 重要 的 ， 字 宙 学 家 喜 
葡 把 这 一 均 勾 性 至 少 结合 匀 -- 些 最 简单 的 模型 中 去 ， 企 是 均 邱 
性 的 意义 到 诬 是 什么 呢 ? 毕 竟 在 一 个 动态 的 宇宙 中 ,更 站 远 的 区 
域 看 上 去 是 与 较 近 的 区 域 不 同 的 (如 果 只 是 由 于 它们 是 处 于 历 
史上 的 更 早期 ), 这 一 点 已 胃 
示 在 图 5.4 中 .， 事实 上 , 下 
兹 这 种 情况 (遥远 区 域 中 的 
类 星体 的 个 数 就 比邻 近 区 域 
中 多 得 多 ), 我们 “观察 到 ”的 
均匀 性 实际 上 就 是 把 遥远 区 
域 的 条 件 外 推 到 现在 的 结 ， 
和 但 全 ， 在 相对 论 中 甚至 Ga 所 
“现在 这 一 概念 也 不 是 绝对 山寺 忆 础 编 时 以 在 限 的 束 刻 传播 ， 所 避 
的 ， 我 们 在 这 里 不 能 详尽 地 我 们 有 到 的 台 远 物体 式 雹 们 看 刘 的 郭 近 
讨论 这 旦 问题 ， 俱 是 我 们 能 牺 二 处 于 英 显 的 下 时 村 期 。 
说 -下 我 们 是 如 和 何 来 解 天 它们 的 ， 

其 小 的 思想 是 把 时 空 分 割 成 -… 徐 充满 它 的 址 维 类 空子 流 形 
《时 状 续 构 六 这 些 子 流 形 称 为 时 间 为 常数 的 超 曲 面 ( 套 见 图 
$5.5， 实际 上 这 恰好 相当 于 时 间 坐 标的 选取 ， 时 空 的 度 规 张 量 


0 
外, 象 任 总 (有 张 慑 一 样 ， 在 每 一 个 这 样 的 超 有 曲面 上 都 有 一 个 


自然 的 限制 ， 如 果 gl 在 所 有 与 它 相 切 前 向 量 上 是 严 定 前 ,那么 
该 超 曲 面 是 类 空 的 、 宇 家 的 “ 均 句 性 "与 这 些 超 曲面 上 的 开 林 加 
家 滞后 


时 间 
| am 


图 8 把 时 室 分 割 为 具有 常数 时 间 的 空间 。 

量 或 等 虑 变换 有 关 ， 

设 忆 是 度 规 张 量 场 为 g| 的 流 形 8 的 等 距 变 换 李 群 ，9 的 
李 代 数 是 g| 的 开 林 向 量 场 的 椰 代 数 ， 他 的 元 素 是 8 到 它 自身 
上 的 喘 射 “微分 同 厦 )、 如 果 对 访 的 任意 两 点 卫 和 ,存在 的 
某 -元 9 满足 9CP) 一 Q, 即 9 把 卫 映 为 Q, 那 么 称 F 在 SS 上 的 
作用 为 在 尽 上 是 可 迁 的 ， 对 于 流 形 38, 如 果 它 的 等 距 变 换 群 在 
其 上 可 迁 地 作用 ,那么 称 它 均 匀 的 (或 齐 次 的 ) (参见 图 5.6). 这 
正 是 意味 着 8 上 处 处 有 一 样 的 几何 . 


图 对 8 卫 的 某 一 部 域 由 9 等 距 地 了 映 到 入 一 曾 5.7 三 点 的 过 向 群 通过 

8 瑟 的 一 个 部 瑾 了 上 : 已 点 附近 的 帮 何 与 全 ”把 经 过 产 点 的 一 条 临 线 映 

点 院 近 的 几何 没有 车 别 ， 为 经 过 卫 点 的 另 一 东 有 曲线 
菠 出 了 ep 一 YP 的 映射 。 


# . 


假定 有 个 的 一 些 元 合 8 的 基 一 点 了 固定 栗 变 ， 于 是 它们 
中 的 任意 两 个 元 之 积 也 使 三 不 变 ， 省 且 因 为 单位 元 必 是 其 中 的 
一 个 ,所 以 它们 构 盛 刀 的 一 个 子 群 号 P, 它 称 为 己 点 上 的 迷 向 群 
《 园 定 群 ， 或 各 向 同 此 和 群 ).、 自然 , 它们 是 绕 过 卫 的 一 根 轴 欧 扣 
巧 的 转动 . 卫 点 的 迷 向 群 固定 卫 点 不 变 ,所 以 把 过 了 点 的 任意 
曲线 映 为 过 点 的 男 一 曲线 (参见 图 5.7)， 因 此 这 就 诱 于 了 了 
点 的 切 癌 量 到 了 了 点 的 男 一 切 问 量 的 喘 射 ， 即 上 映射 T's->Ts， 映 
射 稳 成 的 这 个 群星 卫 点 的 线性 迷 向 群 。( 回 忆 一 下 ， 对 李 群 的 
信和 随 夫 示 所 作 的 羔 似 的 讨论 , 见 3.17 节 ，} 对 于 加 维 流 形态 ,如 
困 它 的 迷 向 群 五 rc 恰好 是 SOCm2, 即 绕 过 卫 点 的 任意 轴 的 转动 
惠 构 成 的 群 ,那么 称 它 为 对 于 卫 点 是 各 向 同性 和 的， 党 访 对 于 每 


症 本 二 


一 点 也 都 是 各 向 同性 的 , 别称 8 是 各 向 同性 的 . 

对 于 一 个 宇宙 模型 了 L， 如 果 它 有 一 个 类 空 超 曲 面 的 叶片 
化 , 醒 且 其 中 每 一 个 类 空 超卓 面 都 是 均匀 的 ,那么 称 它 为 均匀 的 
宇宙 ， 对 于 各 向 同性 的 宇宙 , 有 类 似 的 定义 ， 如 上 所 述 , 有 很 多 
证 据 表明 我 们 的 宇宙 是 均匀 的 ， 至 少 在 我 们 观察 邻 域 的 大 尺度 
范围 内 是 这 样 。 我 们 还 看 到 在 天 空 的 不 同方 向 上 , 不 存在 宇宙 
结构 的 有 规则 的 变化 . 这 暗示 着 宇宙 对 于 我 们 是 各 向 同性 的 , 近 
代 科学 不 喜欢 假定 我 们 生活 在 宇宙 中 的 一 个 特别 有 利 前 位 置 
上 .这 一 点 常 被 上 升 到 原理 的 地 位 , 它 有 有 下列 几 个 名 称 : 宇宙 学 
原理 , 哥 白 尼 原 理 或 平 良 原 更， 这 个 原理 断言 , 我 们 看 到 的 靠近 
我 们 的 那 一 部 分 宇宙 的 性 质 , 就 平均 而 言 ,与 字 宙 中 任 一 处 的 另 
一 观察 者 看 的 情况 是 一 样 的 。 这 一 原理 使 得 字 窗 学 家 ,在 没有 
相反 信息 的 前 提 下 ， 把 我 们 局 部 的 均匀 忻 和 各 向 同性 推广 到 整 
个 宇宙 .自然 , 这 并 不 是 必须 的 ,而 且 当 前 的 许多 研究 都 致力 于 
探讨 非 均 匀 及 (或 ) 非 各 向 同性 的 宇 宵 论 ， 但 是 三 种 基本 模型 是 
仪 有 的 入 种 均匀 的 各 向 同性 的 三 维 空 间 的 模型 ， 这 就 是 我 们 将 


“全 了 7 。 


要 证 明 的 ， 


习 题 5. 踢 

正如 我 们 从 3.9 节 中 所 知道 的 ， 球 面 部 的 开 林 向 量 就 是 向 量 Te 入， 
1。 它们 构成 3 的 等 距 变 换 群 500C3} 的 李 代 数 的 菜 。 证 明 司 是 一 个 均 
与 和 各 向 同性 的 流 形 . 


5.20 最 大 对 称 性 的 李 代 数 


我 们 从 研究 三 维 流 形 旦 的 开 林 向 量 场 开始 . 如 时 去 是 一 个 
开 林 向 量 , 它 在 任意 坐标 系 中 的 分 量 满足 方程 
Ce 一 (5.87) 
利用 一 次 形式 g| 民 ， ) 的 分 量 将 是 更 为 方便 的 ， 


Sy = gd, (5.88) 
它们 满足 下 列 等 价 的 方程 ; 
Erste 2 =0, (5.89) 
其 中 引入 了 了 下列 定 义 : 
用 到 gg mt — yn) , (5.90) 


(这 里 的 包括 它 的 因子 1/2 是 技 常 规定 义 的 ， 在 阅读 了 第 广 
章 以 后 , 它 的 意义 就 更 清楚 了 ， 现 在 对 于 我 们 来 说 , (5.90) 式 只 
是 简单 地 定义 了 一 个 方便 的 简 记 符号 , 》 

(5.89) 式 在 交换 ; 和 了 下 是 对 称 的 ,因此 在 % 维 空间 中 , 它 
表示 斑 mn 十 1 个 独立 的 微分 方程 、 例 如 wm 一 3 时 ,有 6 个 ， 因 
为 具有 在 的 8 个 分 量 要 求 求解 ,方程 组 是 超 定 的 ,而 且 一 般 的 度 
规 张 最 g| 并 梁 有 开 林 向 晤 ， 我 们 的 目标 是 求 出 g| 应 取 什么 形 


式 才 能 使 它 有 最 多 数 目 的 开 林 阅 景 ， 为 了 求 出 这 个 最 大 数 ， 我 
们 对 (5.89) 趟 微分 , 可 得 


:+38 + 


性 过 
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Smt Eri 2 ELT) ,y. (5.91) 
把 (5.0) 式 加 上 篆 标 作 守 x, j->2, >) 置换 后 所 得 的 式 子 ,再 
茂 去 指标 作 2 > 36,35 置换 后 上 所得 的 式 于 ,我 们 得 到 

em 一 {5.92) 
这 里 瑟 is 是 gr 及 其 一 阶 和 二 阶 导 数 的 一 个 复杂 函数 ， 而 戈 
类 似 地 依赖 于 gy 及 其 一 阶 导数 ，(5.92) 式 的 关键 点 是 ,如果 我 
们 扼 道 在 任意 点 也 的 总 和 品 ， 且 如 果 我 们 知道 各 处 的 gw 我 
们 从 (5.92) 式 能 确定 卫 点 的 如 je， 以 及 通过 对 (5.92) 式 逐次 求 
导 ， 可 类 似 地 求 得 它 在 卫 点 的 所 有 高 阶 导数 ， 在 解 祈 流 形 
《我 们 将 作 这 样 的 假定 ) 上 ， 这 足以 在 各 点 确定 商量 场 £&， 而 且 
我 们 知道 , 由 (5.89) 式 , 由 卫 点 的 杀 可 确定 了 点 的 $413 的 对 称 
部 分、 出 此 得 到 ;8 上 的 每 一 个 开 林 向 量 由 六 的 任意 点 卫 给 出 
的 下 列 值 

PY 和 4 二 各 人) (5.93)} 

所 完全 确定 。 重 要 的 是 ,在 卫 点 选取 一 组 0%: 4;) 不 一 定 能 确 
定 一 个 开 林 回 量 , 因为 可 能 会 发 生 司 . 双 ) 式 不 存在 解 的 情况 : 它 
前 右边 在 和 大 变换 下 可 能 是 不 对 称 的 ， 但 是 这 一 论证 确实 下 
明了 开 林 向 量 的 个 数 不 会 比 能 独立 选取 的 fx， 3 坟 的 个 数 来 得 
多 ,在 癌 维 流 形 中 ,根据 (5.98) 式 后 省 等 于 


n+ 2 mnm— 1y ~ 地 mm ly 《5 ,943 


一 个 流 形 ,如 果 它 有 最 大 数目 的 开 林 疝 晶 场 , 那么 称 它 是 极 大 对 
称 性 的 ， 

容易 证 明 , 一 个 极 大 对 称 性 的 连通 流 形 S 是 均匀 的 ， 在任 
党 点 卫 , 我 们 能 够 选取 一 -个 下 林 向 量 场 ， 它 在 卫 点 有 任意 切 向 
景 . 与 这 些 开 林 向 量 相关 的 那些 单 参数 子 群 就 可 以 拒 映 发 
的 某 一 邻 城 U 中 的 任意 点 @ (参见 图 5.8). 相继 地 进行 这 种 
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映射, 显然 可 以 把 卫 映 汶 访 中 的 任意 点 ， 出 此 得 到 , 等 中 变换 
群 将 卫 映 为 任意 点 , 从 而 8 是 均匀 的 ， 
下 面 我 们 来 讨论 一 下 三 点 
的 迷 向 人 群 , 其 中 变换 使 王 点 固定 
不 变 ， 所 以 与 之 相关 联 的 开 林 向 
量 场 在 卫 点 都 为 零 ， 任意 两 个 
开 灯 场 站 入 的 李 括 号 是 
EF, WH Hr, 
或 

把 也 映 为 了 的 邻 域 口 中 的 任意 — gm PW- We, 

点 号 或 外 (5.95) 
如 果 扩 和 克 在 三 点 都 为 零 ， 那 么 [F, 唐 ] 也 复 如 此 ， 但 是 
[F, 访 ] 是 开 林 向 电场 的 一 个 线性 组 台 ， 因 此 为 了 使 它 在 导 点 
为 零 , 它 就 必须 只 是 那些 在 五 点 也 为 零 的 场 的 线性 组 台所 以 
这 些 场 构 成 一 个 李子 代数 ,显然 这 是 了 点 的 迷 向 群 的 代数 ， 下 
画 的 习题 表明 , 如 果 沪 是 类 空 的 ,那么 此 有 时 的 迷 向 群 是 BO 0m)， 
换言之 , 极 大 的 对 称 性 类 空 流 淆 是 各 疝 同 性 的 . 


习 题 5.24 
在 卫 点 选取 习题 2, 蔚 所 允许 的 那 种 全 标 系 , 在 其 中 对 类 空 流 形 肥 
gt PI=6 LR gar P=0, 
全 ) 证 了 明 在 己 点 附 让 ,一 个 各 向 同性 的 并 条 向 量 场 由 下 式 所 给 出 : 
Ta 二 Do， (5.96) 
这 里 芭 是 芷 意 许 对 称 矩 阵 , 即 
= 一 上 {5.97) 
Cb》 变故 是 另 一 个 务 疝 同性 的 开 栖 向量 场 , 即 


* 宇 40 ， 


Wi= Bir + OC), 
证 时 
EF, 全 = 1， 本 从 十 Of， (‘5.993) 

这 旦 [4， 兰 ] 才 表示 矩阵 4} 和 到 的 换 位 子 的 矩阵 元 。 这 表示 迷 庙 群 的 地 
民 数 就 是 全 O00 的 李 人 代数， 

ce) 册 也 推 和 证 五 点 的 迷 疝 群 是 8084 ， 

《ay 证 明 : 如 时 g1 不 是 正 交 的 (或 负 定 的 )， 那 么 此 时 的 迷 向 群 就 不 
是 30(m)，、 证 明 四 维 阅 可 夫 斯 基 室 间 中 一 点 呈 的 迷 向 群 是 洛 伦 兹 群 
Etd), 


妆 .21 球 对 称 三 维 空间 的 度 规 


现在 我 们 集中 来 讨论 类 空 的 三 维 流 形 ， 迷 回 群 是 SO(3) 
时 , 我 们 就 说 该 流 形 对 于 它 的 任意 点 都 是 球 对 称 的 .在 这 一 节 
中 ,我 们 构造 一 个 方便 的 誉 标 系 来 进行 后 面 的 计算 . 我们 知道 ， 
SO( 引 的 开 林 向 量 通 过 其 积分 曲线 定义 了 球面 SS， 因 为 每 一 点 
都 在 一 个 这 样 的 球面 上 上 , 这 些 球面 就 构成 流 形 8 的 一 个 叶片 化 . 
我 们 将 采用 球面 坐标 ,在 每 一 个 球面 上 用 通常 的 8 和 中 , 并 用 第 
三 个 “ 径 向 " 举 标 来 标记 这 些 球面 ， 径 向 华 标 有 一 个 特别 方便 的 
选取 法 ，8 的 度 规 在 每 一 个 球面 上 诱 续 了 一 售 度 规 张 量 ， 面 后 
者 转 砚 又 定义 了 一 个 体积 二 次 形式 和 一 个 总 面积 ( 王 体积 二 次 
形式 的 积分 》， 我 们 用 下 列 等 式 
面积 = 4orfra， Y 一 (面积 "4373 (5.99) 
来 定义 一 个 球面 的 么 向 坐 慰 7， 就 如 图 5.4 所 示 ， 这 一 用 内 谨 
方式 定义 的 坐标 不 必 是 好 妈 单 调 增加 欧 , 但 是 至 少 在 卫 点 的 森 
一 邻 域 中 ,是 局 部 平 直 定理 ( 习 古 2.14;, 能 保证 它 是 好 的 .( 当 
然 它 在 =0 处 是 奇异 的 ,但 是 我 们 知道 如 何 来 处 理 这 一 情况 .》 
除了 径 向 尚 标 外 , 我 们 还 需要 更 精确 地 定义 如 和 史 我 们 
已 经 在 每 一 个 款 面 土 配置 了 如 和 四， 但 是 我 们 还 来 说 过 一 个 球 


= 站 信人， 


Pp’ 


图 5.9 标记 -- 个 束 面 上 各 加 
的 径 向 坐 禧 ， 它 的 定 尽 是 圆周 
地 8x。 这 旦 正 交 中 匠 广 的 内 容 
在 二 维 时 的 情况 ,开始 时 , 径 向 
华 标 隧 着 离开 天 点 { 侈 如 从 甩 
到 如 而 增加 , 随后 开始 减 小 ( 侠 
如 直到 芒 , 症 三 所 外 变 为 稚 。 


面 的 80 的 航 点 如 何 与 男 一 个 球 
证 的 极点 相关 联 ， 也 即 当 我 们 从 一 
个 球面 移 到 另 一 个 球面 上 时 ， 有 一 
个 球 的 坐标 移动 的 不 确定 性 ， 我 们 
用 下 殉 方 法 来 固定 极点 ， 在 每 一 点 
驴 存 在 一 个 在 此 点 与 球 商 竹 直 的 向 
量 呈 对 于 了 okS5 中 的 任意 亚 ,g| 
Gn, 也) 二 0 , 它 办 一 化 为 (g| (n,n) 
一 4)， 且 从 也 点 指向 淄 侧 (这 在 卫 
点 邻近 是 有 很 好 定义 的 ， 并 通过 连 
续 人 性 扩 雇 到 整个 总 上 7。， 这 一 向 量 
场 称 为 单位 法 向 量 场 ， 而 及 除 了 在 
卫 点 外 ， 它 是 0” 的 ， 在 任意 选 定 


的 号 上 , 任 取 极 点 , 然后 用 下 述 方法 固定 所 有 凑 他 球面 的 极点 ， 


它们 位 于 通过 原 极 点 的 %w 的 积分 
前 钱 上 .这 一 方法 明示 于 图 5.10 
中 ， 显然, 这 意味 着 % 的 任意 积分 
曲线 是 已 和 巴 为 常 值 的 一 条 曲线 ， 
或 者 换 育 之 ， 它 是 知 向 坐标 的 一 条 
坐标 钱 , 因为 6/88 和 68489 是 这 些 
球面 的 切线 , 上 述 构 造 法 意味 阔 
ge 一 如 | OOr, /80) =0, 
(5.100a) 
Jrs ECO OF, Op) =0. 
(5.100b) 


Ha 


图 8.190 砍 定 图 5.,9 中 每 -一 个 
Y 为 常数 的 加 的 辍 点 : 更 求 它 们 
攻 位 于 单位 法 向 是 场 ¥ 的 问 一 
积 他 曲线. 上. 


而 且 存 每 一 球 徊 上 ， 度 规 是 单位 球面 度 规 的 站 信 (7* 是 使 向 积 


为 drm 的 运 当 因子 ); 


和 


Oop 二 人 2 Hoy — 0, His rgin2e. {5 : 1000) 
所 以 我 们 下 有 一 个 麻 规 分 最 gr 是 术 知 的 . 


引 题 8. 池 


(a) 把 尸 点 到 具有 坐标 7 的 一 个 球面 的 距离 定义 为 沿 8= 常 数 , 中 一 
常数 的 -条 曲线 的 下 列 积分 
| gy dr, (5 .1013 
论证 gr 必定 与 和 名 光 关 ， 
全 田 习 题 2 .于 证明 , 当 音 近 疡 点 时 
.lim gr 一 上 (5,108) 


由 习题 5.25(a), 我 们 有 gr 一 (7)， 以 及 度 规 的 下 列 形式 


| Fry 0 0 
fg 一 0 关 0 (5.108) 
0 0 risin™g 


因为 这 一 结果 是 用 三 点 的 迷 凋 群 来 求 租 的 ， 所 以 我 们 趟 指望 能 
确定 了 (Cr)。 因此 我 们 必须 用 六 的 等 虐 变 的 中 的 其 余部 分 来 确 
定 fr). 


5. 观 ”六 个 并 林 向 量 的 构造 


有 上 儿 种 方法 可 以 用 来 决定 Cr) 的 形式 ， 并 保证 号 的 均匀 
性 。 我 们 将 权 采 用 的 方法 是 应 用 4.29 节 中 的 向 直 球 谐 冰 数 来 
宰 造 8 的 所 有 开 林 同 量 场 . 

g 上 的 任意 向 英 场 了 了 可 类 达 为 下 列 形式 ， 

V én) Yim he tar) Pan bint) Fi, 
(B.104) 


和 党 帮 读 s 


其 中 路 含 着 对 二 和 经 的 求 和 ， 以 后 当 它 们 在 同一 项 中 重复 出 现 
时 也 这 样 理解 . 我 们 将 用 色 这 一 等 式 的 分 量 ， 从 (4.101) 式 容 
描 鹤 得 


(FH) Pi (Vhs Vin (5.105a) 


TT 
(Fa) sy Vos Fi) — — sg Yn. 
(5.105b) 
出 此 得 到 

Jr 一 (5.106a) 
有 一 roaF m0 CimY peg Sin 8, (5.106b) 
VmY mo/ din 0 — timY pn, o/sin 0. (5.106¢6) 

这 些 分 量 必 须 满 足 开 林 方 程 
Eu=V gut Vg Vgw=0, (5.107) 


这 里 gy 由 (5.103) 所 未 . 

{EK v4—0, Ks—0, KC—=0} 这 三 个 方程 并 不 包 窍 ms Tm 
或 &im 的 导数 , 因此 我 们 先 来 解 殿 它 们 ， 首先 考虑 下 列 组 合 (用 
《5.103) 式 来 上 逢 指标 )， 


0 KS-Ks =- Em tm Dd CF me), 
这 里 矿 是 由 (3.88) 式 定义 的 算 子 ， 应 用 (3.38) 式 ,有 
[C2/7) Em 一 人 十 二 了 mm] 六 一 0. 
由 球 谐 烟 数 移 线 性 无 关 性 , 我 们 得 到 
计 San— H+ 1) nm <0. .5.108) 
其 次 考虑 下 列 一 些 组 合 ， 
0 (ES EY) Fint Gintim, (5.1094) 


[和 


一 一 让 《5.1009b) 


这 里 Pim 利 Gin 是 下 列表 达 式 的 简 记 符号 : 

Pim— Yom.00— 00t OF m0— Ym, sr sin 0, 

Gn — 2F ne/ in 8— 200t OY ns/ sing 
方程 (5.109) 前 解 为 Sm 一 mm 一 0， 除 非 这 两 个 方程 的 系数 行列 
式 为 零 . 但 是 ,这 一 行列 式 是 (Fm 六 十 (mw)?， 因 此 仅 当 六 和 
Gin 都 为 零 时 ， 它 才 为 零 . 容易 算出 这 只 在 1=0 和 Yt 时 ( 任 
意 mn) 才 会 发 人生, 而 13>2 时 则 是 不 可 能 的 ， 此 外 ,从 全 .106) 式 
显然 可 知 ,1 一 0 时 没有 ”或 6 给 出 的 贡献 (再 一 次 应 用 国定 点 定 
理 ! ), 因 并 我 们 有 下 列 结 论 : 

1 一 1 pm em 任意 的 ， 


?2 一 一 0 (5.110) 
因而 (5.108) 式 给 出 ， 
i=0; oo 一 0， 
b=1: Fi =7 my (5,111) 


I>2; én=0. 
现在 我 们 转向 (5.107) 式 中 的 其 他 三 个 方程 第 一 个 方程 
在 转动 下 是 一 个 标量 : 
0=FK,— (2fEm.+ fm) Y im, 
这 意味 着 


fm fm 0. (5 .112) 
剩 下 的 两 个 方程 Kw 一 ws 一 0 在 转动 下 按 向 量变 的 ， 这 一 向 
量 的 散 度 (关于 8 的 体积 ) 为 
0— (in OK),,+ (sin K+),, 


OE 二 feim sia0 TA (Yim), 


+ 45+ 


这 又 音 味 疗 ( 对 于 人 > 史 
区 im， fr 十 一 和 7 于 pe 《5 .1 13Y 


还 有 一 个 方程 , 它 可 以 取 为 该 向 量 在 单 中 的 对 偶 的 艇 麻 
0= Es— Kr o=r tmr Sin L(Y sm), 
自然 , 这 意味 羞 
Er 一 中 ‘5.114) 
我 们 可 雇 得 到 结论 ; 信 iw 如 一 一 1,0, 二 是 二 个 任意 常数 , 由 
Pi 给 出 的 仪 有 届 献 ,未知 景 世 m 74m 和 了 的 三 个 方程 (5.111) 
具有 下 列 用 任意 常数 丘 和 TVs 表示 的 解 : 


fi Kr) (5.118) 
Cm, ‘1] Kr (5.11 6) 
oo 一 工 | Rr (5 .117) 


习 题 5.%6 

验证 亢 各 (5.105),， (05.108y, .100), (5.1i2y, (5.113Y,， (5.114), 
记 及 (5.115~5,417), 

习 题 5.,27 

证 明 [=0 的 症 林 向 量 是 对 应 于 原点 (+ 一 人 0 的 迷 河 群 的 那些 开 林 疝 


习 题 5. 跑 


证 明 当 ?0 时 ,在 ,中 出 现 的 明 旺 青 异 性 是 一 种 华 标 效应 ; 向 量 场 
在 原点 有 好 的 行为 . 


习 题 5. 了 9 
在 (8.115~5.117) 式 中 命 五 =D, 证 明 此 时 3 正 是 欧 风 里 得 空间 3 
到 党 古本 > 


求 出 定 必 并 林 疝 量 他/5z B/Gy,， BWEs} 的 一 些 常数 下 。 这 里 的 笠 卡 儿 灶 
标 是 从 我 们 购 极 付 标 用 通常 的 方法 得 到 的 . 


5.233 开 的 , 闭 的 和 平 直 的 宇宙 
我 们 现在 有 了 宇宙 模型 的 均匀 和 各 向 同性 空间 的 几何 的 一 
个 完 束 的 措 述 ,它们 的 谍 规 张 其 


(Kr) 0 0 
《go 一 0 -2 0 . (5.118) 


0 0 rgin2¢g 
现 内 需 再 绍 出 这 一 儿 何 的 图 象 就 可 以 了 ， 下 面 的 坐标 变换 会 有 
所 助 花 ， 


习 题 刁 . 扣 
寻求 一 个 从 * 汉 z 的 灶 标 变换 , 由 它 句 得 到 下 列 度 贡 分 于 
对 于 乓 > 0 
1 0 0 
《一 0 sinx 0 ) (5. 119ay 
0 0 Bn xsin?# 
对 十 下 二 由 
1 站 0g 
《加 六 一 | Nn sinh’y 0 } 3.1190n) 
0 0 sinti xein?# 


这 表明 新 论 的 几 们 实际 上 只 依 顿 十 五 的 符号 ， 攻 的 友 小 
仅 起 一 个 总 体 上 的 标量 因子 的 作用 . 

在 下 >0 的 情况 中 ， 径 癌 誉 标 为 x 的 球 匠 具有 疝 积 
4zsin2xi KK 它 从 Xx 一 0 时 的 0 开始 增加 到 % 一 z 过 时 的 蝴 大 值 ， 
然后 诚 小 到 X= 开 时 的 0， 这 能 我 们 想起 ] 了 各 加 5 人， 于 实 
上 , 这 是 半径 为 玉 -*3 的 球面 引 的 度 规 ， 央 为 站 时 空间 是 有 有限 


* 吕 二 六 


的 ,所 以 这 字 宙 称 为 闭 的 。 
习 题 5. 宗 
寻求 吾 的 从 向 卡 儿 举 标 {rT = {0, zy 壬 到 球 侧 坐标 人 = 入 


2 和 关 的 一 个 坐标 变换 ,在 其 中 当 限 制 于 球面 二 A 十 型 十 护 十 六 一 
天 时, 度 规 gy=6; 具有 (65.119a) 式 给 出 的 分 量 gwz. 


KK 一 0 的 情况 已 在 习题 5.29 中 讨论 过 了 它 是 平 直 的 字 

窗 . 

到 <0 的 情况 是 开 的 宇宙 ， 它 是 最 难以 想象 的 。 径 向 华 标 
为 x 的 球面 的 表面 积 是 4xsinh?x/ | 玉 |， 它 随 x 增加 得 很 快 ， 这 
一 宇宙 是 光 界 的 . 

习 题 $5. 哎 

ta) 通过 考察 *== 常 数 的 域 面 的 面积 与 原点 以 二 站 到 该 球 自 的 距 谢 
之 间 的 关系 二 .104) 式 ， 证 明 人 (5, 了 19b) 滤 所 示 的 度 规 不 能 由 欧 几 里 得 度 
规 限制 在 任意 的 任何 子 流 形 上 得 到 . 

{b) 寻求 风 可 夫 斯 基 空 间 的 一 个 于 流 形 , 它 的 度 规 是 (6.119b) 式 .， 


如 果 给 爱 因 斯 坦 方程 以 均匀 的 和 各 疗 同 性 的 初始 条 尾 ( 这 
不 仅 包 含 了 所 论 的 几何 , 也 包含 了 物质 变量 ), 那么 宇宙 随后 的 
演化 仍 保持 营 这 样 对 称 性 ， 由 此 得 到 , 能 随时 加 改变 的 那 一 部 
分 几何 只 是 标量 因子 到: 随 著 时 间 的 推移 ， 宇 宙 `" 变 大 或 “ 变 
小 "然而 , 我 们 必须 十 分 小 心 , 不 要 去 镍 任何 与 堂 标 有 关 的 论 
断 ， 对 于 闭 的 宇宙 , 它 的 总 体积 是 有 限 的 , 天 的 改变 , 确实 会 引 
起 总 体积 的 改变 ， 但 是 平 直 的 和 开 的 宇内 都 是 无 限 的 , 因此 讲 
它们 的 总 体积 就 没有 意义 了 广义 相对 论 告诉 我 们 , (5.119) 式 
中 的 泽 标 是 “ 共 动 “的 : 在 宁 宙 的 任意 小 区 域 中 的 星系 的 局 部 平 
均 藤 目标 架 ， 在 时 间 的 演化 中 保持 {%, 8, 则 伍 定 ， 出 此 得 出 


和 


到 的 改变 产生 了 洗 杀 之 间距 离 的 改变 ,这 就 是 宇宙 了 影 胀 所 指 的 
意思 在 字 宙 的 “标准 模型 ”中 ， 我 们 假定 了 均匀 性 和 各 向 同性 
以 及 其 他 一 些 情况 , 这 三 种 宇宙 都 内 零 “ 体 积 《五 二 co) 开始, 从 
这 个 大 爆炸 赚 胀 出 去 ， 闭 宇 密 及 胀 到 一 个 最 大 值 , 再 志 缩 , 平 
直 字 宙 按 一 个 渐 近 于 涯 的 速率 膨胀 ， 而 开 字 宙 氢 一 个 渐 近 于 一 
非 零 极限 的 速率 膨胀 ， 记 有 这 一 些 情况 都 是 爱 因 斯 坦 方程 的 礁 
论 . 为 了 理解 这 些 方程 , 有 必要 在 我 们 流 形 中 再 增加 一 级 缚 构 ; 
仿 射 联络 .这 将 在 第 六 章 中 讨论 ， 
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BR, Lormann, Differernia! (Geometry and ihe Caloultes of Variations 
CAcademic lress, New York, 1903), 

对 险 密 顿 力学 的 讨论 , 我 们 采用 了 下 列 书 的 讲法 ; 

R. Abraham & 丁 . E. Marsden, Fowrmrtlions wf ATechaiiics, 20d edn, 
{Bonjamin/yCummings, Reading, Mass,. 1978), 

介绍 一 些 同 样 的 概念 , 但 不 用 几何 观点 ,可 以 参考 下 列 书 : 

且 ， Goldstein, Ciassion Mechanics (CAddison—Wesley, Heading， 
Mass., 1950): 

L. D. Tandaa & E., M. Lifshits, Merhanics (Pergamon Press, 
London, 19509). 

采用 正则 守 忆 全 的 方法 ， 使 得 某 些 流体 的 不 稳定 性 中 容易 
进 解 的 , 可 参考， 

可 . 工 . Fricdinan & B. F. Schuts, AAstrophys. J. Bo1, 437-5711978); 
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02, 281 -9601978Y. 
用 几何 观点 讨论 哈密 顿 力 学 的 一 些 有 用 的 论文 可 在 下 列 论 
文集 中 找到 ; 

Topiog 1 Nontinear Dynvinios -A Tribute fo Sir Boward Buillard, 
ed. B, JornatAmorisan [ns'itutoe Physics, 1978; A. I. P. Conferenc8 
Proccedihe nc. 46), 

微分 形式 的 一 个 有 村 应用， 是 用 在 证 明 一 组 动力 学 方程 具 
有 一 个 险 密 顿 (好 辛 ) 结构 的 充 要 条 忻 , 这 可 和 参考: 

R. M. Santilli, Fowndotions of Theoretiea! Nechenics LT'he Tnverse 
Problem we Netwwtonion Mechanics (Springer, Berlin, 1978). 

美 于 电 垃 理论 并 讨论 其 相对 论 直 述 的 入 门 书 , 可 参考 ; 
可 . D. Jackson, Olassteq Blectrodynamics (Wiley, New York,1976)., 
比 我 们 的 讨论 喝 为 深入 的 , 有 : 

COC, W, Misncr, K. SB, Thorne & 可 A, Wheeler, Grevitation 
(recman, Ban Francisso, 1973). 

对 相对 论 性 波动 方程 的 高 级 讨论 , 有 有， 

F, CG. Friedlander, Fhe Weave Eqgwation on a Curved Spave—Time 
(Cambridge Unversity Press, 1976Y. 

囊 勒 关于 "没有 电荷 的 电 具 ”的 讨论 ， 请 参考 下 列 书 中 的 一 
些 重印 论文 : 
J. A, Wheelor, Geomeirodynamics (CAGademie Prass, New York, 
1962), 
索 金 关于 不 可 定向 电荷 模型 的 讨论 , 多 
BR. Sorkin, J., Phys, A. 18, 4203-_21, C9791, 
关于 流体 动力 学 以 及 变 姆 十 蓝 定 理 的 入 门 书 , 有 ， 

L. BD, Landuu & EB. M, Titshite, Faid NW eelie pos’ Pereamon Praess, 
Tinndon, 1958 1): 

1H. Lnb, Hydrodyianies CDovor, Mow York, 1975). 

我 们 称 之 汐 厄 特 尔 的 定理 实际 上 是 厄 特 尔 得 出 的 更 为 一 般 
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的 结果 的 一 个 特殊 情况 , 见 ， 
HH. Wrtnl, Weteorotogisihe Zritschrif: B93, 27701042), 

我 们 简略 地 论 及 了 称 之 为 “ 策 利 略 时 空 “( 这 是 相对 论 创 立 
以 前 的 物理 的 活动 舞台 ) 的 流 形 的 福 质 ,讨论 它 的 结构 要 涉及 仿 
射 联络 的 概念 , 这 将 在 下 一 章 中 进行 ， 参 看 ; 

OC. W. Misner, RK. 3. Thorne & J.A. Wheeler,Gravitationt Freeman, 
Ban Francisco， 1973)， 其 论述 清楚 易 慌 ， 

R. Hermann, Topies in General Ralativity (Matti-Soil Prege, 
Brookline, Masg., 1973)， 该 蔬 有 更 专门 的 讨论 ， 

在 连续 介质 力学 中 应用 李 导 数 对 弹性 理论 是 卓有成效 的， 
事实 上 ， 想 不 用 这 种 方法 而 去 前述 有 关 弹 性 的 广义 相对 论 理论 
是 非常 困 玲 的 . 请 参看 : 

B, Cartor & H. Quintana, Proc. Rogy. Soc. London, ABS1, S71972); 
B. Carter, Proc, Roy. Doc Londor, 4, 竺 发 表 . 

大 多 数论 述 广义 相对 论 的 教科 书 都 讨论 了 宇宙 学 ， 我 们 的 
处 理 方 法 取材 于 下 列 两 书 : 

SB. Weinhare, Fravitation a Cosmorogyt Wiley, New York, 1972); 
Misner et tA., 上 上 志 引 . 
一 本 容 饭 的 入 门 书 是 : 
M. Berry, Principles of Cosmology and Gravitation (Cambridge 
Universily Presg, 1977). . 
有 关 宇 窗 学 中 的 天 体 物理 和 观察 方向 的 讨论 , 见 . 
SB. Weinberg, 如 上 所 3 

BP. J. BE, Pocbles, Physical Cosmolomy CPrinceton University Presg, 
1971 ， 

应 用 群 论 方法 研究 均匀 的 ,但 不 一 征 是 各 向 同性 的 宁 宙 掌 


M, P, Ryan & L. C. Shepley, Homogenecus Relativistic 2 Qosmolosies 
《Prineeton University Press, 1975)., 、 
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第 六 章 ” 黎 曼 流 形 的 联络 和 规范 理论 
*86.1 引言 


本 书 的 主题 是 研究 流 形 上 的 微分 结构 ， 所 以 本 章 论述 的 内 
容 已 超越 了 这 一 点 。 伪 射 联络 是 一 种 附加 的 结构 , 它 使 流 形 有 
形状 和 曲率 ， 仿 射 联络 不 能 从 微分 铺 构 中 自然 产生 , 甚至 它 也 
不 是 一 个 张 量 ， 由 于 这 一 原因 , 本 章 就 具有 补充 性 质 了 ， 然 而 ， 
给 物理 学 宕 论述 微分 几何 只 有 讨论 了 这 一 非常 重要 和 典型 的 深 
题 以 后 , 才能 称 是 完整 的 ， 联 络 在 物理 学 中 越 来 越 普及 了 , 尤其 
是 在 基本 糙 子 物理 的 规范 理论 中 , 我 们 将 主要 讨论 仿 射 联络 ( 歼 
曼 流 形 ) 最 后 一 节 介 绍 一 下 规范 联络 , 以 结束 我 们 的 讨论 ， 

在 前 面 几 章 中 , 我 们 有 时 对 流 形 附加 额外 的 结构 。 那 时 我 
们 移出 一 个 转 别 的 张 量 场 ， 作 为 特殊 的 ,或 为 体积 元 或 为 度 规 
体积 元 离 流 形 的 微分 针 构 并 不 远 ， 而 另 一 方面 , 正如 我 们 将 看 
到 的 , 度 规 比 仿 射 联络 给 出 更 多 的 结 徇 ， 但 是 , 在 我 们 前 面 的 应 

NN N—1 
用 中 ， 除 了 把 度 规 用 作为 (7 型 张 量 和 (74 ，1 型 张 量 之 间 的 
一 个 映射 外 ,对 其 他 所有 的 一 直 是 回避 的 . 仿 射 联络 并 不 能 使 之 
属于 我 们 已 经 发 展 起 来 的 一 些 结构 . 从 微分 结 物 的 观点 来 看 , 它 
是 对 流 形 附加 的 一 个 根本 上 全 新 的 针 构 ， 因 此 , 相应 地 , 对 于 物 
理应 用 来 说 , 它 就 有 相当 大 的 潜力 ， 


*6.2 次 曲 面 上 的 平行 性 


我 们 反复 强调 过 , 定义 在 微分 流 形 上 不 同 点 上 的 向 量 之 同 ， 
"252 ， 


并 无 内 对 的 平行 概念 ， 伤 射 联络 是 一 种 法 则 ， 由 它 可 以 定义 基 
种 平行 概念 ， 为 了 预见 到 这 种 法 则 可 能 是 怎样 的 , 让 我 们 考虑 
在 毅 常 的 弯曲 二 维 曲 而 一 一 球 务 上 平行 的 概念 ， 在 图 6 虐 中 ， 


人 向量 .六 与 大 圆 480 切 于 北极 (点 4). 

假定 我 们 沿 着 4BC 把 严 带 到 (或 迁移 ) 
南极 C 点 。 为 了 在 二 维 条 忻 干 有 定义 ， 
必须 保持 这 一 向 基 与 该 球面 相 切 ， 关 此 
当 我 们 带 着 它 移动 时 ,就 不 能 转动 它 , 它 
将 简单 地 保持 与 该 曲线 ABO 相 切 ， 结 
果 它 在 点 变 成 天 我 们 从 三 维 来 
看 , 产 的 指向 与 玉 反 平行 了 ， 垄 少 对 于 
球面 几何 而 言 ， 我 们 能 否 假 定 严 和 锯 ' 
是 平行 的 呢 ? 在 作出 结论 之 前 , 假定 我 们 


十 


图 8.1 向 最 玉 沿 球面 
的 大 图 平行 移动 ， 


沿 著 图 6.2 所 示 的 路 从 4DO 把 从 4 移动 到 OO， 这 里 4DO 
是 另 一 个 大 贺 ， 它 在 两 个 极点 都 与 4BC 粕 交 上 成 直 第 ， 因为 


二 


CaF” 


图 2 平行 移 功 的 另 一 
条 路 径 , 结果 不 同 了 . 


开始 时 与 4DO 徘 直 ， 郑 么 移动 它 的 自 
然 方式 是 ， 不 要 所 转 它 ， 让 它 保持 与 
ADO 垂直 , 并 与 球面 相 切 ， 这 就 在 避 点 
产生 了 向 量 六"， 在 我 们 看 来 , ”确实 
与 严 平 行 ， 但 是 PF” 和 六 都 基点 的 
向 基 , 他们 十 反 平 行 的 ! 那么 ,到底 哪 一 
个 向 量 是 与 F' 平行 的 昵 % 显然 , 邵 果 我 
们 单单 考虑 球面 的 内 课 性 质 ， 这 两 个 出 
量 都 不 能 定义 成 与 严 平 行 的 . 此 时 不 存 
在 整体 平行 的 矣 您 ， 我 们 所 能 向 到 前， 


也 是 我 们 已 经 散 的 , 即 沿 一 条 曲线 移动 向 量 不 改变 其 方向 , 以 此 
来 定义 平行 移动 的 概念 ， 仿 射 联络 是 平行 移动 的 一 种 法 则 ， 


nr 


“6.38 协 变 导 数 


我 人 暂时 以 抽象 的 观点 来 帮 一 下 仿 射 联络 ， 妆 我 们 春 王 一 
节 中 引入 分 量 以 后 ,这 将 会 变 得 更 为 具体 ， 现 在 ,我 们 假定 有 一 
条 曲线 去 和 一 个 联络 ， 即 平行 移动 的 一 个 法 则 ， 设 汉 的 切线 
是 =ad/d%、 在 点 .P, 从 Ps 中 任意 选取 一 个 向 量 严 . 于 是 这 个 
联络 使 我 们 能 沿 曲线 多 定义 一 个 向 量 场 严 , 它 基 由 平行 移动 六 
测 得 到 的 (参见 疼 6.8)， 因 为 我 们 现在 能 说 焉 灌 公 没有 改变 ， 
所 记 我 们 能 定义 一 个 导数 , 关于 它 下 的 变化 率 为 堆 ， 这 称 为 沿 
品 的 其 变 导数 , 记 为 Yr, 并且 有 
VrF 一 0e> 严 沿 名 为 平行 移动 ， (6.1) 
F 四 如 果 玉 是 一 个 在 人 多 上 上 处 
py 2 了 处 有 定 立 的 向 量 场 ， 那 么 
一 已 ”我 们 就 能 太 体 上 锭 定义 李 
名 ”RR ”导数 (参见 图 6. 邹 那样 
图 6.3 仿 射 联结 侍 或 全 能 通过 从 点 出 。 内 文 评 沿 多 的 协 变 导 
发 的 平移 来 定义 留任 意 点 身 处 的 (全 ， 数 ， 为 了 在 点 定义 
Vr 到 ,把 所 有 的 向 量 咕 示 为 的 函数 是 方便 的 ， 若 卫 的 参数 值 
为 Mo, 那 我 们 就 把 场 LL 评 二 
(4) 定义 为 被 平移 的 场 辐 
(Vr 0)， 它 在 +e AT 0 
点 :与 开 在 该 点 的 雇 量 相 。 国 6.4 名 十 的 向 最 玉 不 是 行 获 汉 的 
等 .向量 印 ii: C6) 是 把 向 。 拒 下 与 一 个 是 平行 徐 动 各 向 馈 场 六 机 
旱 证 (na 十 日 平移 回 j 后。 比较 ,使 我 们 能 定义 现 的 朱宇 导数 ，: 
得 到 的 . 因此 ,该 导数 麻 以 完全 在 向 量 空间 Tp 中 计算 
(Vo )e—lim Es OH Oo C6.2) 


全 下 二 


当然 这 一 过 程 很 象 我 们 定义 李 导 数 的 过 程 ， 但 是 知道 下 齐 
重大 的 区 别 是 重要 的 .定义 李 导 数 要 把 一 个 向 量 “ 拖 回来 ", 这 就 
需要 全 部 钱 汇 ， 使 得 珀 和 歼 在 曲线 名 的 一 个 邻 域 中 都 有 定 
义 ， 与 之 相反 ,六 行 移动 只 需要 曲 鲁 多, 曲线 上 的 场 避 和 评 , 自 
然 还 需要 曲线 上 的 联络 ， 

从 (6.2) 式 显然 可 知 , Vp 是 一 个 微分 算 子 ， 


Vo (Cf) 7 Vo tv Ff Vo + 计 入， 


(6.8a) 
其 中 晨 后 一 步 用 到 了 对 标量 求 协 变 导 数 的 显然 推广 ， 用药 布 屁 
慈 法则 可 以 把 协 变 导数 的 作用 推广 到 任意 类 型 的 张 量 上 去 : 
VoCAB) = VAIDB+ADYrB), 6.3b) 
Vw A = VL, Vo AY, 《6.3o) 
等 式 (6.3) 保 证 了 联络 与 微分 结构 的 相 容 性 . 
假定 我 们 把 灌 曲 线 的 参数 从 和 变 为 上 ， 那 各 新 的 切线 将 是 
Wi7， 这 里 8 一 鸡 /dz， 从 (6. 甸 式 可 清楚 地 看 出 ， 此 时 协 变 导 数 
也 将 磋 以 g， 固 为 6 将 用 54~edjs/gd% 代 将 ， 而 到 ,yaw(j1i0) 与 
Co 则 是 一 样 的 . 《严格 地 说 ， 这 是 我 们 所 讨论 的 联络 的 
定义 中 的 一 部 分 ， 洛 一 曲线 平行 移动 的 概念 必须 与 该 曲线 的 参 
数 无 关 . ) 所 以 , 对 于 和 任意 男 煞 9, 我 们 有 


Vo gvoI. (6 ,4a) 

我 们 还 必须 对 仿 射 联络 加 上 另 一 个 限制 : 在 一 点 , 不 同方 向 的 协 
变 导数 应 全 可 加 性 质 ， 

(VM p+ Vp = (yp 及 5 《6,4hb) 


这 访 使 得 象 欧 儿 里 律 向 景 演算 中 的 通常 一样, 综合 (56.44， 


Da 我 们 对 任意 疯 - 量 场 如 ,FF， 不 及 图 数 记 #4, 有 
Vo = VoW + gvpW, (6,4c) 
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* 司 是 6.1 
证 明 : 从 (6.4e) 式 和 V5y 是 一 个 向 量 这 -事实 能 推出 9 多 是 一 个 
(1 秃 张 昌 场 , 它 在 自 变 量 豆 和 各 上 的 俩 是 
VW DD = voy. {6.5) 
这 个 张 量 称 为 急 的 梯度 . 


YW 是 张 量 场 的 这 一 事实 意味 着 我 们 可 以 把 该 曲线 完全 从 协 变 
导数 的 定义 中 除去 ， 张 量 Y 克 仅 由 矶 及 联络 所 确定 。 这 可 能 


0 
会 话 合 我 们 浊 一 步 认为 本 身 是 一 个 ( 1] 型 张 量 场 ， 它 正好 


是 这 个 联络 ， 但 这 就 不 对 了 ， 尽 管 了 可 以 表征 六 联络 , 但 是 它 
不 是 一 个 张 量 场 , 这 是 因为 Y(J 刺 ) =JY 于 (参见 (6.8a))。 由 
于 这 个 道理 ,联络 不 能 认为 是 一 个 张 量 场 . 


“6.4 分量, 基 的 协 变 导 煞 


六 为 任 章 张 量 可 以 表达 为 基 张 量 的 一 个 线性 组 合 ， 而 且 这 
些 基 张 量 又 都 可 从 向 量 基 {e} 导 得 ， 记 以 联络 就 完全 可 以 由 这 
些 基 向 量 的 梯度 描述 ， 因 此 我 们 定义 
Vie Th ey, (6.6) 
是 问 量 场 Vaej 的 第 上 个 分 景 .请 留心 卫 上 指标 的 次 序 ， 与 续 
数 相 关 的 指标 最 后 和 出现， 我 们 将 党 用 下 列 简 记 符 号 ， 
Vi = Yi. (6.7) 
在 一 个 维 流 形 中 ， 这 民 个 沂 数 7 完全 决定 了 该 仿 射 联络 ， 
而 县 这 往往 是 描述 该 联络 的 景 方便 的 方式 ， 注 意 了 和 不 是 一 个 
张 芋 的 分 董 ， 在 基 的 变换 下 , 指标 上 和 处 按司 . 纹 ) 象 张 量 指标 


= + 


那样 变换 , 但 是 指标 区 按 (6.3a》 并 非 如 此 . 


“ 习 题 6.3 
证 明 
TE Ti (9A), 
这 里 Y;4 此 指 药 是 dgAdxi， 其 中 训 一 d/h 而 赴 站 成 是 8 的 积分 曲线 
上 的 函数 ， 


* 习 题 4.8 


银 据 习题 6.], 证明: 
ey 


1 
是 + 个 (型 炉 量 的 一 个 集合 ，( 这 里 {5 是 与 信 } 对 个 的 一 次 形式 基 .》 


"习题 6.4 


在 单位 球 库 上 ,通常 的 球 从 称 9 和 中 定义 了 共 代 ;一 3/39, ep 一 916 四， 
拒 用 二 6.2 节 中 的 推理 推广 一 下 , 推 证 
Ths= — Sntoosd, Thm T= coth, 
而 其 位 所 有 的 了 为 零 , 【注意 , 这 个 问题 较 难 解答 。 你 庶 该 尽量 地 应 用 际 
面 的 对 称心 , 并且 河 疝 量 在 平移 二 的 行为 作出 聪明 的 推测 。》 


" 习 题 6.5 


具 (6. 申 式 租 06,35) 式 推 证 
VB Th, 6.8) 


既然 我 们 有 了 基 向 量 的 导数 ， 现 在 就 能 得 出 任意 张 碟 的 导 
数 ， 作 为 例子 , 如果 U=d/d%, 那么 
VP =U WV Tie) UV)e, {Ui es. 
在 第 一 项 中 ,V! 是 简单 的 一 个 函数 ,因此 ECGF 人 一 dd 所 


4 人 


以 我 们 吝 


1 dV! jo pn 
vr Ti + UV (号 tT) 


为 了 得 出 上 而 最 后 的 表达 式 ， 我 们 必须 在 最 后 一 项 中 重新 标记 
某 些 求 和 指标 ， 因 为 VP 本 身 是 一 个 张 量 , 它 的 分 县 为 
(VPPDY+THPY, 
对 于 项 VF 人 ,稍微 说 几 名 ， 著 6 是 向 晤 dp 出 Yi 分 一 
dV dm， 这 里 VF! 簿 单 地 就 是 沿 着 参数 为 上 的 曲线 上 的 一 个 中 
数 . 着 皇 是 一 个 坐标 某 向 量 , 则 6;==6/Bz1, 并 且 有 
Vp! VV 
Dr 


其 中 用 镜 了 对 微分 形式 引入 的 “, ”运算 符 导 .其 至 当 4 不 是 一 
个 坐标 基 向 量 时 ,对 于 任意 函数 习惯 上 记 沿 用 “运算 符号 ， 
Ve f=elfl=f.. . (6.9) 
当 & 是 一 个 众 标 基 向 量 时 ,这 就 是 通常 的 偏 导 数 ; 当 6&1 不 是 誉 
标 基 向 量 时 , 那么 这 单纯 就 是 了 沿 e 的 导数 .因此 我 们 有 
(VE Vi tT =. (6.10) 
其 中 我 们 对 协 变 导 数 引 入 运算 符号 “”， 虽然 无 论 术 ;还 是 
ZhF* 都 不 按 张 量变 的 ,但 是 很 清楚 ,它们 的 和 节 按 张 基 变换 . 


习题 6.6 
若 闻 是 一 个 一 次 形式 , 证明 

(VEY = ,4— Thy {6.11) 
*“ 习 题 6.7 


条 
车 了 是 -个 (1 ) 型 张 量 , 证明 


TT 
TT (6.12) 


= 全 。 


*6.5 挠 率 
0, 让 和 VpP 一 Vp 这 两 个 向 量 都 是 自重 场 ， 且 对 如 和 
记 都 是 斜 对 称 的 ， 如 果 它 们 相等 的 话 , 那么 称 该 联络 是 对 称 的 : 
Vo -p00 一 [D0 ,了 了] 他 对称 联 络 . “6,18) 
这 里 用 了 “对 称 的 ”这 一 各 称 ， 是 因为 下 列 习 题 所 证 明 的 性 质 的 
缘故 ， 


“ 习 题 6.8 
证 明 在 人 举 标 基 中 , 由 始 . 雹 ? 式 能 推出 ， 上 下 络 为 对 称 的 充 要 条 件 是 


T= TD, C6. 14 


对 寺 非 对 称 联络 , 我 们 定义 指 率 5%， 
VE Les, 是 二 20 《6 .15) 


* 习 题 .9 
1 
证 明 {7 欠 是 一 个 ( 》 ) 型 张 量 的 分 量 ， 我 们 把 这 个 张 量 称 为 找 率 张 
量 T: 
vap vet [LT, PJ-TO ;Vb, Wy, 


了 中 的 空位 是 留 给 - -个 一 次 形式 白 变量 的 . 


* 习 题 6.10 
根 定 栓 - 一 个 党 形 上 定义 了 两 个 联络 . 克 里 斯 壬 融 尔 符号 分 因为 人 和 
于 呈 , 证 明 


一 
二 了 一 2 
Ab 


了 > . _ 
法 一 个 (2 ) 型 引 量 的 分 时 ， 证 骨 张 斑 卫 允 其 向 量 自 变 划 为 对 称 四 充 芝 人 


sa59. 


件 是 , 这 两 个 联络 有 同样 的 挠 率 张 景 . 


习题 8.9 和 和 6.10 表 明 : 通过 定义 十 列 克里斯托弗 尔 符 导 
As 一 玖 一 村 2， 


我 们 对 任意 联络 V 总 能 定义 它 的 对 称 部 分 Ysy， 虽然 挠 率 蛛 
则 上 十 联络 的 一 个 有 用 部 分 ， 粕 是 在 为 物理 定律 构造 数学 模型 
时 ， 它 却 没 有 对 称 部 分 用 得 那 必 普遍。 从 现在 起 ， 除 非 号 外 说 
是 ,我们 将 只 讨论 对 称 联络 .。 完成 了 下面 的 习题 6.18, 这 样 佑 
的 理由 就 将 清楚 了 .， 注意 ， 定 义 (6.13) 式 ， 直 挡 保 证 了 下 列 结 
果 . 


* 可 题 和 寺 


设 流 形 具有 对 称 联络 。 证明: 在 一 个 张 最 的 李 了 导数 的 分 量 的 任 音 表 过 
式 中 ,所 有 的 “, ”符号 都 可 以 用 “符号 代替 .例如 
CO wt Uo we + od 


(当然 , 所 有 的 “, ”符号 都 必须 同时 改变 , 而 不 是 只 改变 其 中 的 一 部 分 。) 


“6.6 测 地 线 


测 地 线 蚌 这 样 的 一 条 曲线 ， 它 的 切身 景 沿 状 该 电线 平行 移 
动 、 测 地 线 方程 是 


Vr -0. (6.,16a) 
如 果 和 是 该 曲线 的 参数 , 而 {2 } 蚌 任意 学 标 标 , 嘴 式 可 写成 
< + THU 0, (6.16b) 
或 PR 了 局 
可 2 站 -0 (6.160) 


di dq dh 
这 一 方程 是 zi() 的 所 线性 微分 方程 组 , 是 该 曲线 的 方程 


+ RESO 


* 悦 是 6 过 


请 回 记 一 站: 我 们 对 曲线 的 定义 是 包括 它 的 参数 在 内 的 .如果 半 是 一 

个 使 给 . 16@) 成 立 的 参数 ,证明 : 把 参数 变 为 
LA 妈 《6.17? 
届 欠 出 (6.160) 的 一 个 解 ， 这 里 4 各 都 是 常数 ， 测 地 线 的 参数 称 为 仿 和 
参数 


注意 , 仅仅 联络 的 对 称 部 分 对 测 地 线 方程 才 有 丙 献 。 这 就 
给 出 了 一 个 表明 挠 率 的 几何 效应 的 方法 ， 过 点 取 一 条 测 地 
线 , 它 以 吾 为 切 向 量 ， 在 Tr 选取 一 个 (一切 座 的 钱 性 子 空间 
Rp(n 是 流 形 的 维 数 )， 它 与 可 线性 无 关 、， 在 Rp 中 选 一 个 向量 
E, 世 过 了 作出 与 5 相 切 的 测 地 线 ， 应 用 该 联络 的 对 称 部 分 ,把 
上 沿 芋 平移 一 个 小 的 仿 射 参数 距离 e。 在 这 个 新 的 点 作 一 根 新 
的 测 池 线 切 于 那里 的 吕 ( 参 见 图 6. 下， 这 一 副 地 线 几 各 与 最 初 
的 测 地 线 平行 。 用 这 种 方法 , 了 点 侣 域 中 的 任意 点 都 能 给 出 一 
根 与 “平行 * 的 测 地 线 ， 沿 着 测 地 线 的 这 一 线 汇 , 我 们 能 把 原 
来 的 “连接 ”向 量 2 以 两 种 方法 移动 ; 或 是 通过 平行 移动 , 或 是 通 
过 李 控 灸 ， 设 是 平行 移动 的 ,根据 (6.15) 式 ,我们 有 

CLE) = 一 人 Ye) 
然而 初始 向 量 上 具有 性 质 Vesir=0， 因此 最 初 有 (VD)'= 


可 Th04%， 记 以 ,我 们 有 初 妈 人 


(rE) TD 
这 一 等 式 所 指 的 意思 是 ， 兴 量 通 过 一 个 对 称 联络 给 出 前 平行 
移动 将 保持 “附属 ”于 我 们 已 构成 的 测 地 线 的 平行 线 汇 ， 人 是 如 
果 联 络 不 是 对 称 的 ,这 一 向 医 就 不 能 保持 固定 在 这 一 线 汇 之 中 ， 


* B81 + 


图 6. 和 泣 条 平行 的 测 好 线 可 用 | 可 以 及 在 平面 议 p 中 连接 它们 的 间 

绢 市 所 将 它 沿 着 中 平行 移动 ， 如 果 有 找事, 那么 它 离 到 旋转 开 去 ， 
粗 瀑 地 说 ， 宙 于 并 率 的 作用 , 它 相 对 于 附近 的 测 地 线 “ 转 动 ”了 . 
反之 , 如 果 我 们 把 被 平行 物 动 的 向 量 £, 按 其 移动 的 方向 , 看 成 
定义 了 一 个 “固定 ”的 方向 ， 那 么 “平行 "的 测 地 线 线 汇 绕 著 喜 在 
其 二 的 那 条 到 地 线 扭 曲 . 【 热 而 , 在 没有 度 规 时 ,我 们 大 不 能 精 
确 地 定义 “转动 "和 “ 失 册 ”这 些 概念 的 .》 


“6.7 正规 坐标 


采用 一 个 基于 测 地 线 的 举 标 系 ， 对 下 面 的 讨论 是 有 帮助 
的 。 为 了 构成 这 种 坐标 系 , 我 们 注意 到 ， 道 过 一 点 王 的 测 地 线 
给 出 了 了 点 的 一 个 邻 域 到 Ts 的 原点 的 一 个 邻 域 上 的 一 个 1 
喘 射 ， 这 种 有 映 射 的 产生 是 因为 z 的 每 一 个 元 素 定义 了 过 了 点 
的 一 条 唯一 的 测 地 线 ， 因 琵 我 们 可 要 把 了 中 的 向 景 与 洪 荐 此 
曲线 的 与 了 点 相 虐 仿 射 参数 距离 为 从 一 1 的 点 相关 联 ， [回忆 
一 下 , 如 果 7 中 两 个 元 素 是 平行 的 , 则 它们 前 测 地 线 具有 相同 
的 路 径 , 但 参数 不 同 , 因此 该 攀 射 选 出 这 一 路 径 上 的 不 同 点 . ) 应 
用 这 一 映射 ,并 对 ?me 选取 一 个 任意 的 基 , 我 们 把 一 点 和 @ 的 正规 
举 标 定义 为 Pp 中 与 该 点 相关 联 的 问 基 的 分 是 ， 这 个 映 庙 一 地 
只 在 王 的 某 一 邻 域 中 才 是 1-1 的 , 因为 测 地 线 在 -弯曲 流 形 上 
可 能 会 彼此 交叉 ， 对 于 某 些 联络 (诸如 平 直 空 间 的 联络 ) 而 衣 ， 
这 一 映射 在 整个 演 形 上 是 工 工 的 (从 2 到 流 虹 上 的 跨 射 必定 


* 站 区 全 = 


义 得 很 好 的 ， 即使 测 地 线 交 义 也 是 如 此 .我 们 把 这 种 映射 称 为 
指数 上 映射 ) 如 果 对 于 a( 记 有 点 卫 ) 中 的 所 有 元 素 ， 它 都 有 定 
文 ,那么 称 该 流 形 是 油 地 完备 的 .就 我 们 的 上 且 的 而 言 ,正规 坐标 的 
重要 意义 在 于 : 在 了 点 有 Zix 一 0( 但 是 在 了 的 邻 城 中 并 不 是 处 
处 都 这 祥 的 )， 为 了 看 到 这 一 点 ,注意 到 如 果 以 UC 忆 为 分 量 的 
向 量 忌 定 义 一 条 测 地 线 , 那么 沿 该 曲线 仿 射 参数 为 的 点 的 学 
标 简 单 地 就 是 一 MU《P)， 这 里 我 们 沿用 在 卫 点 取 %* 一 0 的 习 
惯 做 法 所 以 diy/92? 为 零 , 而 (6.16c) 式 告诉 我 们 , TU™CD) 
UP) 沿 整个 昌 线 必须 为 零 、 热 而 在 卫 点 ,，UV' 有 任意 的 方向 ， 
这 就 意味 着 ZC 了 ) 一 0. 

在 一 点 总 可 以 选择 一 个 坐标 系 ,使 得 ;为 零 , 这 一 事实 在 
证 晤 下 面 的 好 多 定理 中 是 很 存 町 的， 因为 在 其 他 各 点 不 一 
定 为 堆 , 所 以 了 mx 在 卫 点 的 导数 就 不 等 于 零 . 

“8.8 歼 曼 张 量 

我 们 也 许 会 期 望 两 个 协 变 导 数 欧 下 列 换 位 本 

[Vr, Vp = Vr Vp— Ye Ve, 
它 应 该 是 一 个 微分 算 了 .不 过 ,事实 上 它 有 下 列 异 常 的 性 质 . 由 
[Vr, Vr] — Vmm = RU, 了) (6.18) 

定义 的 算 子 及 是 一 个 沫 法 算 子 ， 其 为 奇怪 的 是 县 与 5 和 六 
的 导数 无 鞭 。 对 这 些 性 质 的 说 明 及 证 明 见 证 列 了 习题. 


* 习 题 6.13 


对 于 任意 函数 ,证明 
(ay BRD, VF FR, PW, 
Ch) ROV, R=-7ROU, DW. 


因为 这 些 性 质 , 《6.18) 式 确实 定义 了 一 个 张 最 , 它 称 为 黎 曼 


:3。 


丁 
张 量 ， 给 定向 星 了 这 严 〈6.18) 式 表明 ， 卫 (了 丰 是 -个 (1 ) 
型 张 盟 , 因为 把 左边 作用 在 一 个 向 量 上 将 给 出 一 个 新 向 基 ， 把 
了 和 六 也 看 成 是 可 变量 ， 则 六 曼 张 最 成 为 一 个 ( 3 jk ( 注 


意 ， 我 们 这 里 用 来 定义 黎 曼 张 最 的 (6.18) 式 和 (6.,19) 式 并 不 是 
每 个 作者 都 洒 用 的 ， 其 他 的 定义 可 能 在 符号 和 自 变量 的 次 序 上 
不 同 ， 泊 你 参考 其 他 书籍 的 时 候 , 请 查 明 所 用 的 定义 ， 我 们 的 
定义 按照 Misner, horne 上 WhoelerC1973) 给 出 .) 


* 习 题 6.14 
黎 曼 张 量 的 分 量 形 。 由 民 式 定义 : 
[Ye Vee— Veo ee = Ree, 0.19 
Qa) 证 果 在 毕 标 林 下 ， 
Rls = Th 一 了 THI — THEI,. (6.20) 
(bY 在 一 个 非 举 标 基 中 ,用 下 式 定义 换 位 系数 Cg 
Les, Sl = CF. (8.21) 
证 明 
B= Ti Tit THT TH -OPT (0. 22) 
这 虫子 ;三 6 门 . 
tc》 证明 
A gon= 到 (了 + 再 下 一 《6.23ay 
和 
R'is;=0, C6 .23bY 


《提示 ; 应 用 证 规 坐 标 , 证 朋 6.23b) 式 ， 读 结果 举 然 是 与 基 无 闫 的 .》 
旭 ) 应 用 (四 证 胡 : 在 一 个 维 流 形 中 , Ri 人 
2 PBT 如 人 一 Dee 
世 


?时 一 拱 


村 oo- -1), (0.24) 


4 ， 


有 LA 


I 


Bc C=. C6. 253 
这 些 己 等 式 称 为 比 安 门 恒等式 . 提示: ， 世 应 用 正规 坐标 证 期 . ?证明 在 一 
个 坚 标 基 中 , 这 一 结果 等 价 干 协 变 导数 的 下 齐 雅 可 比 得 等 式 : 
[Yo LYs Ya Ys [Ya YL [TY Yd=0, 
比较 C3. 这) 式 和 53.9) 式 ， 


“6.9 黎 曼 张 量 的 几何 解释 

象 解释 我 们 研究 过 的 另 一 摘 位 子 [1, 唐 一样 , 这 也 包含 了 
闭 的 或 几乎 财 的 加 路， 我 们 的 方法 基于 协 变 导 孝 的 指数 ， 因 此 
非常 类 似 于 讨论 李 括 号 时 所 用 的 方法 如果 沿 一 条 切线 为 辽 
的 曲线 定义 了 一 个 向 量 场 4, 那么 平行 移动 使 我 们 把 和 从 此 上 曲 
线 上 的 任意 点 凡 移动 到 任意 其 他 点 三 这样 产 生 的 了 中 的 阿 
曹 4C(Q->P)( 一 般 与 工 (P) 不 同 ) 称 为 (QQ) 在 卫 点 的 象 ， 当 
然 它 与 曲线 有 关 , 事实 上 , 如 果 扎 和 0 都 是 解析 的 , 我 们 就 有 下 
列 索 勤 级 数 : 

可 (@-> 站 一事 CP) FAVAP) + 总 ev vA CE) 

=oxp[AVplAiy, (6.26) 

这 里 入 是 此 出 线 欧 参 数 (U 一 dj/d%)， 而 其 中 使 用 的 符号 “oxp” 
与 以 前 一 样 , 它 正好 是 第 一 个 等 式 的 纳 记 . 

现在 考察 睛 个 具有 切线 也 =d/0 和 FF=d/dw,， 且 [V, 六 
一 0 的 线 汇 . 所 以 正如 图 6.6 所 明示 前 ,它们 的 相 实 组 成 肝 合 的 
回路 。 如 果 我 们 沿 图 示 的 一 条 山 线 六， 把 一 个 向 量 从 某 一 点 召 
平行 移动 到 包 , 那么 我 们 在 驴 点 定义 了 一 个 向 其 

ACR=>0) ~ exp luvr]Ale, 


这 里 太 是 从 到 及 的 和 
数 四 离 。 然后 , 我 们 再 拒 
上 述 向 量 从 昌平 行 移动 
到 了。， 我们 在 了 点 就 有 
用 下 麟 符号 标记 的 一 个 向 
量 ， 


A(R—>Q—P) 
~exp[\Vr] exp [LVr] 
图 6.6 把 一 个 向 量 绕 一 闭合 回路 平行 “4ls, 
移动 一 周 , 当 它 回 到 项 处 时 , 一 般 与 它 出 。 这 里 入 是 从 卫 到 人 的 参 
安 时 已 不 同 了 ， 数 距 离 。 我 们 还 可 以 用 另 


一 种 方法 来 进行 上 述 平 行 移动 ， 即 先 称 到 S( 沿 一 条 六 曲线 物 
动 距 离 和 ), 然后 再 称 到 P( 沿 一 条 下 曲线 移动 距离 中。 因为 辽 
和 六 可 交换 , 所 以 这 里 的 入 和 刀 的 值 就 和 前 商 的 入 和 jw 药 值 一 
样 ， 第 二 种 方法 , 会 给 出 

A(R>S->P) ~exp[uVylexp[AVo] Aly. 
两 种 方法 产生 的 差别 《我 们 将 记 为 54), 存 和 和 很 小 时 , 可 以 
用 泰勒 级 数 展 开 求 得 

64 一 [ex7 esvr]4 


一 | f TV 十 可 asvvvr，T 上 HRV 


十 二 MavrVr| 开 HOU9)， 


这 里 人 (的 囊 示 Amn 十 %223) 的 一 些 项 计算 王 式 ,有 
SA—hu[Yy, Yo] A408), (8.297) 

自然 , 这 正好 就 是 黎 曼 张 量 , 且 不 包含 二 的 导数 。 从 另 一 个 观 

点 去 看 ,如果 我 们 把 所 绕 回 路 2QRSP 平行 移动 一 局 ， 这 将 是 


所 产生 的 变化 . 这 一 变化 正好 就 是 获 曼 张 量 与 此 回路 的 “面积 ” 
ht 的 乘积 ， 

SA = A RA UE pr 

黎 曼 张 量 的 另 一 个 重 杰 的 几何 ¢ 
方面 是 测 地 线 偏差 ， 即 开始 平行 的 
测 地 线 不 能 继续 保持 平行 ， 汶 了 把 
它 精确 地 测 最 出 来 ， 我 但 考察 具有 
切线 U《YoD ~0) 的 一 个 测 地 线 线 
汇 , 以 及 一 个 连接 向 量 5, 它 由 此 线 
汇 所 李 拉 现 (ZE 一 0X 参 见 图 6,7). 6.7 进 接 商量, 它 是 沿 
沿 着 可 改变 的 情况 将 用 来 测量 测 。 “人 二 侣 人 下， 
地 线 偏 益 ， 天 的 一 阶 导数 VoE 与 初始 条 件 有 关 ， 了 与 这 些 测 地 
线 最 初 建立 时 是 再 绊 行 有 关 ， 而 几何 进入 二 阶 导 数 YovVoE 之 
中 ， 这 一 导数 告诉 我 们 测 地 线 的 初始 分 离 率 是 如 何 改变 的 ， 因 
还 我 们 有 
YrorE— Vp CpE + VO) 一 Yovr 一 [ve VAU + ViVoU. 

其 中 第 一 步 应 用 了 习题 6.11 的 结果 ， 因为 过 是 一 条 测 地 线 ， 
所 以 最 后 一 个 等 式 中 的 最 后 -一 项 为 零 , 因此 我 们 有 

Vore= RD, ED, {6.284) 
或 者 用 分 量 形式 表示 , 尹 是 

(EL Ue Ri UE 
注音 , 因为 TD 一 0, 上 式 左边 可 以 简化 ,因此 我 们 有 
Sat Dr" RUer {6.298b) 

方程 (6.28b) 称 为 测 地 线 偏 差 方 程 . 


*6.10 平 直 空间 
平行 线 延长 后 永 不 相交 这 一 欧 里 几 得 公理 是 平 直 空 间 药 定 


* 呈 站 了 


义 公 理 ， 由 (6.28) 式 显 热 可 知 ,这 表明 空间 为 笠 直 的 充 要 条 件 
是 它 的 黎 曾 张 量 为 零 ， 因此 , 黎 曼 张 量 可 以 用 来 度量 一 个 具有 
联络 的 流 形 的 曲率 ， 根 据 (6.27) 式 , 平 直 空 间 有 一 个 整体 平行 
的 概念 : 此 时 可 以 说 有 R 点 的 一 个 向 量 平 行 卫 点 前 一 个 向量 , 欠 
为 RR 点 的 这 个 向 车 可 以 平行 称 动 到 了 点， 上 与 移动 的 周公 无 
关 ， 因 此 在 一 平 直 空 间 中 ,所 有 的 切 空间 Pp 都 可 以 彼此 同化 . 
而 且 指 数 映 射 可 以 无 祖 制 地 加 以 推广 (只 去 该 流 形 的 整体 拓扑 
没有 通过" 前 切 和 粘贴 "使 之 人 为 过 复杂 化 ), 而 整个 流 形 就 可 以 
与 其 切 空间 同化 ， 注意, 这 一 切 帮 不 辟 副 度 规 张 量 ， 网 击 夫 斯 
基 空 间 就 尔 欧 几 里 得 空间 一 样 是 平 喜 的 . 


”可 是 .68.16 


考虑 一 个 二 维 平 直 空间 , 它 的 馆 卡 儿 准 标 为 zy, 而 极 夷 标 为 + 从 
(a) 庶 用 了 和 有 是 整体 平行 向 最 场 (对 于 任意 卫 , 9, (PJ) 平行 于 
(0), 证 明定 航 举 标 中 
T= ~ 7, 了 56 一 了 3 一 工人 ， 
而 其 他 所 有 的 分 量 都 为 地 . 
(by 对 于 任意 向 量 场 人， 对 根 淮 标 用 分 量 Vr 和 TF? 来 计算 VV! 和 
VP 
(a) 对 于 基 BBr, 全 = (C118/159, 求 出 所 有 的 克里斯托弗 东 符 号 ， 
(9) 取 ( 四 中 的 基 , 再 计算 一 下 (号 


这 个 习题 给 出 了 很 重要 的 一 点 : 虽然 在 一 个 平 直流 形 中 , 存 
在 其 使 Ta 一 0 的 坐标 ， 但 是 也 可 能 选 辽 一 些 举 款 ,在 这 些 从 村 
中 ,这些 [x 并 不 为 零 . 


“6.11 联络 与 体积 测度 或 度 规 的 相 容 性 
， 加 果 流 形 不 仅 有 联络 而 且 还 有 体积 形式 或 度 规 ， 那 么 我 们 


通常 提出 某 种 相 容 性 要 求 。 例如 , 联结 和 体积 形式 都 能 用 来 定 
义 一 个 向 量 场 的 散 度 ， 协 变 散 度 是 Yo* 严 =ViF'5， 两 体积 形 
趟 获 度 定义 为 
yD= CivaF )o, 

如 果 对 于 所有 了 了 都 有 diva 了 一 Vv" 了 ,那么 称 立 和 台 是 相 容 的 

*# 可 题 各, 位 

《a) 证 明 W 和 苗 是 租 容 的 ,当量 仅 当 VY 闸 =0、，( 提 示 : 应 用 习题 6.11 
计算 5.》 

《hb) 在 娃 标 人 5 号 下 ,假定 wx9n 一 证 明 Y 和 名 是 相 容 的 , 当 
且 仅 当 对 于 所 有 的 加 有 


(nf ), 正本 了 条， 


类 假 地， 加 果 流 形 有 一 个 度 规 张 景 g|， 那么 此 时 也 有 一 个 
自然 的 相 容 性 要 求 ， 两 个 向 量 开 和 B 在 点 卫 处 有 内 积 g|(4， 
一 如果 这 一 内 积 在 任 屿 向 量 工 和 百 沿 任意 曲线 的 平行 移动 
下 不 变 ,那么 称 立 和 名 | 是 相 容 的 . 


* 悦 题 名 
《ay 证 明 Y 和 El 是 祝 客 的 , 当 且 公 洛 
Ve|=0, C6.99) 
th) 证 骨 在 潮 标 te 下 和 gi 相 容 的 充 至 菜 件 是 
Th TG, 一 有 6. 0 


这 里 9 是 元 素 为 gm 的 答 阵 的 送 算 降 的 短 降 元 (参见 <2.55) 式 ) 《提示 ， 
利用 荆 如 二 了 入 这 一 对 称 性 , ) 

* 习 题 6. 检 

风 忆 一 下 :如 果 我 们 有 麻 规 ， 习 题 4.13 使 我 们 能 定义 一 个 好 体积 形 


* 2 


式 . (这 是 另 一 个 相 容 性 ， 即 度 规 和 体积 形式 的 相 容 性 .) 如 果 度 规 和 联络 
是 相 容 的 , 证 明 用 时 好 体积 形式 和 联络 是 相 容 的 ，( 提 示 : 必须 证 阴 久 em 
x， 汶 此 可 应 用 导 .39) 式 ,》 


6.80) 式 表 明了 下 列 值 得 注意 的 事实 度 规 确 实 唯 一 地 确 
定 了 相 容 的 对 称 联络 ， 这 种 联络 称 为 度 规 联络 ， 

* 悦 题 8. 虽 

证 明 对 于 任意 向 量 , 有 

fp EDD VPs VY, . 
所 以 开 补 向 量 (参见 3.11 节 ) 满 足 开 袜 方程 
Vest Yo,=0. 

移 见 方程 司 .89) ， 


*6.12 度 规 联络 


”因为 (6.380) 式 是 对 联络 的 一 个 很 噶 的 限制 ， 因 此 度 规 联络 
具有 一 般 对 称 联 络 折 没有 的 一 些 附加 性 质 ， 为 了 导出 其 中 的 一 
些 性 质 ， 使 用 正规 坐标 是 最 为 方便 的 .注意 到 ，(6.29) 式 和 
(6.30) 式 意味 省 

二 人 在 卫 点 ) 售 gmr 一 0( 在 卫 点 )， (6.81) 


* 悦 和 期 6.21 | 
证 明 (6.20) 式 , (6.30) 式 和 (656,31) 式 意 昧 着 在 卫 点 的 正规 坐标 中 ,家 


Bis, = Gm BA = 去 gu ee), {6.83) 
* 习 题 8. 器 
ka) 江 明 从 8.32) 式 能 推出 下 列 恒 等 式 ， 
Hise 一 Hes, 《6 站 33) 


"ED. 


(by》 对 于 一 -个 问 弘 流 形 , 证 明 从 (6.33) 式 和 (6.33) 式 能 推出 : 瑟 ue 中 
线性 无 关 分 景 的 个 逆 是 


计 给 (2 十 2) 一 了 HT) -22 于 CP), 


2324 
* 习 题 6. 始 
Ca) 用 下 式 定义 蛙 疝 张 衣 Bs 
ee 《6.33 
用 下 式 定义 里 奇 标 景 纪 
R=—g" Ru, (6.35) 


证 明 也 ;是 对 称 的 . 
《py 证明 用 喧 洗 的 比 安 基 恒 等 式 
Riram =0 和 9 finn =0 


Ep 于 1 - ny 
(x -于 9 让 -0 (6. 30) 
《对 Ra 上 天 指 标 成 Rs 是 用 霸 规 末 完 成 也 Ri 二 gm ) 
(0) 定义 下 尔 张 缠 
CE ~ -28E8 1 3 63H 《6.37) 
证 明 对 Cu 的 任意 -一 对 指标 缩 并 都 得 到 淮 : 它 是 -个 * 绩 "四 秩 张 量 . 


方程 (6.36) 在 爱 因 斯 坦 的 引力 理论 (广义 相对 论 ) 中 起 着 基 
本 的 作用 ， 在 上 其 中 时 空 用 一 个 具有 度 规 的 四 维 流 形 ( 平 肖 的 阅 
可 拓 斯 基 时 空 的 一 个 推广 ) 求 表示 。 真空 (无 源 ) 引 方 把 ( 即 度 
规 ) 是 通过 解 下 列 微分 方程 

1 


Gi Bi Rgr~0 (6.88) 
面 求 得 的 ， 其 中 G9 称 为 爱 因 斯 坦 张 重 ，〈6.36) 式 表明 的 一 些 
恒等式 把 (6.88) 式 中 独立 方程 的 个 数 从 10 个 (= 去 nt)， 


二 


因为 69 是 对 称 的 ) 减 少 到 6 个 ， 这 就 保证 ,， 解 ge 也 有 加 个 
独立 俘 蜂 ) 只 能 确定 到 由 gry 的 做 标 变 换 表 示 的 和 个 育 数 钓 和 月 由 
度 . 


* 习 题 6.34 


证 明 连 接 卫 和 日 两 点 的 测 地 线 , 是 在 连接 了 和 的 所 有 曲线 中 其 有 
极 值 长 度 的 一 条 曲线 。 通过 改变 对 (0): 使 之 偏离 浏 地 线 来 证 朋 下 刚 积分 
精确 到 …- 阶 时 是 不 变 的 : 


fdr dryiis 
al( 裤 ; 轩 )| 人 
利用 这 一 方法 来 证 明 测 地 线 的 极 信和 性 .《 记 住 ; 任意 曲线 都 有 唯一 的 参数 . 


而 测 地 线 的 参数 必定 是 仿 射 的 . ) 如 果 度 规 是 不 定 的 , 讨论 一 下 上 述 积分 中 
交 绝 对 信 符 号 为 什么 是 必要 的 , 特别 单 总 讨论 一 下 零 测 地 线 ( 长 度 为 零 ) 的 
情况 ， 


* 元 .18 仿 射 联络 和 等 价 原理 


我 们 是 通过 研究 至 直 的 流 形 , 欧 几 里 得 三 维 空间 , 佩 利 略 内 
空 (虽然 也 将 我 们 并 不 这 样 称呼 它 )， 以 及 各 后 的 闵可夫 斯 基 时 
空 来 学 习 初 等 用 条 和 物理 的 、 荔 一 方面 , 广义 相对 论 却 应 用 了 
弯曲 时 空 。 似乎 会 自然 地 认为 平 直 的 空间 是 最 简单 的 一 类 空 
间 . 但 是 从 流 形 理论 的 观点 来 着, 其 至 平家 空间 也 决 不 是 简单 
的 。 因 为 它 有 仿 射 联络 , 它 就 出 还 常 的 微分 流 形 有 更 多 的 结构 . 
昌 然 存在 这 种 联络 ,但 它 并 没有 侵入 到 初等 几何 和 物理 中 去 , 因 
为 我 们 道 常 采用 使 克里斯托弗 尔 符号 为 零 的 直角 党 标 系 ,但 是 ， 
如 果 在 平 直 空 间 中 , 使 用 浊 线 坐标 来 表达 物理 定律 ,那么 就 必须 
用 烈 克 里 斯 托 弗 尔 符号 ,而 联络 就 显现 出 来 了 . 

莉 来 既 象 这 是 一 种 应 当 避 焦 的 复杂 人 钼 .但 是 请 考 邢 一 下， 


DFA 


为 了 推广 , 这 桩 做 是 有 潜 广 的. 用 这 种 方法 写 出 的 大 部 分 物理 定 
律 包含 了 并 里斯 托 弗 尔 符号 , 但 没有 黎 曼 张 量 , 因此 这 些 方程 是 
有 意义 的 ; 不 论 流 形 是 平 直 的 还 是 弯曲 的 , 它们 都 是 一 样 的 ， 所 
以 ,假定 物理 定律 在 广义 相对 论 的 弯曲 时 空中 , 与 它们 在 贸 可 夫 
斯 基 空 间 的 平 直 时 空中 正好 具有 同样 的 数学 形式 ， 这 就 很 自然 
了 ， 这 一 想 设 称 为 (物理 场 与 时 空 则 率 的 ) 最 小 辜 合 不 理 , 或 者 
强 等 效 原理 ， 这 一 原理 被 广泛 采用 , 目 与 实验 一 致 ， 对 它 的 详 
尽 讨论 可 以 参考 Misner et al.(1973)， 这 里 应 该 强调 的 是 下 
列 相 当 值得 注意 的 情况 :把 平 直 空 间 中 的 物理 定律 用 曲线 坐标 
表达 , 我 们 就 得 到 该 定律 在 弯曲 空间 中 的 形式 , 这 一 情况 可 以 追 
济 到 下 列 事实 : 平 直 空 间 虽然 曲率 为 零 , 伺 有 一 个 完全 确定 的 联 
络 ,所 以 它 只 是 一 类 特殊 的 “海风 ”空间 ， 


*6.14 联络 和 规范 理论 ; 电 碳 理论 的 例子 


“规范 理论 "是 有 关 基 本 粒子 相互 作用 前 一 大 类 理论 的 统 
称 , 这 些 理论 有 一 个 共同 的 特征 , 在 该 场 论 前 基本 变量 的 变换 群 
下 , 它 前 物理 预言 都 不 改变 ， 电 矿 理 论 是 最 为 熟悉 的 例子 ; 如 果 
把 基本 变量 取 为 一 次 形式 (向 量 ”) 涩 4， 那 么 该 理论 的 物理 巴 
言 在 规范 变换 2->A 十 4 了 下 不 变 、 类 伏地 ,规范 "这 一 名 词 也 
用 米 措 述 记 有 这 些 理论 中 的 变换 ， 对 规范 理论 的 一 般 讨 论 已 赵 
出 本 书 的 范围 (可 参阅 参考 文献 中 麟 出 的 Trautmant1973) 的 
讲义 ),， 我 们 只 限于 讨论 电磁 理论 , 并 用 质量 为 mw, 自 旋 为 零 的 
符 电 粒子 的 方程 来 说 明 它 。 我 们 董 看 到 ,此 时 会 自然 地 产生 一 
种 与 仿 射 联络 不 同 , 但 本 质 上 一 致 的 联络 , 并 且 特 别 地 ,， 竞 会 使 
我 们 “创造 出 ”电磁场 ! 

首先 考 碟 质量 汶 mm 的 中 性 标量 粒子 , 它 的 波 磋 数 满足 克 莱 
轩 - 高 登 方 程 以 及 (守恒 的 ) 妇 一 化 条 作 : 


3 


《YLwe 一 mo) 一 asprd pi) =1, (8.29) 


这 里 希腊 指标 琶 记 他 w 多 人 ,而且 为 了 简单 起 见 ,我 们 在 其 中 
人 很 定 了 闵可夫 斯 基 时 空 度 规 ， 显然 , 若 风 是 一 个 解 . 则 yes 也 是 
一 个 解 , 这 里 由 是 任意 实 常数 ， 山 ->yes, 这 是 一 个 规范 变换 , 现 
在 我 们 来 进行 一 个 类 推 ， 这 将 贯穿 在 我 们 整个 的 讨论 之 中 。 上 
述 一 些 规范 变换 是 一 类 受到 很 大 限制 的 规范 变 找 ， 因 为 上 不 能 
与 位 置 有 关 ， 这 类 似 于 在 效 义 入 对 论 中 用 直角 举 标 来 描述 类 个 
《任意 ) 物 理 体系 时 的 坐标 自由 度 ， 允许 的 坐标 变换 是 转动 、 洛 
耸 兹 推动 和 平移 ,向 它 们 都 是 出 性 的 ; 我 们 不 能 在 某 一 点 进行 一 
个 变换 ,而 在 某 处 男 一 点 进行 一 个 不 局 的 变换 。 在 狭义 相对 论 
中 ,为 了 允许 我 们 应 用 任意 的 坐标 ,就 要 放松 这 一 限制 ， 正 如 我 
们 在 上 一 节 中 所 看 到 的 ,为 了 保持 有 一 个 与 坐标 无 关 的 导数 ( 即 
协 变 导数 ), 这 就 迫使 我 们 引入 念 射 联络 .一 旦 当 写 出 的 物理 体 
系 的 运动 方程 组 中 有 联络 的 话 , 那么 当 联 结 不 是 平 直 时 ,使 用 它 
们 也 是 自然 的 ， 这 结果 就 成 了 该 体系 在 广义 相对 论 中 的 合适 方 
程 、 推广 学 标 自 由 度 的 这 个 过 程 , 就 导致 了 体系 与 引力 场 相 互 
作用 方式 前 一 种 理论 ， 类 但 地 , 我们 现在 将 推广 场 由 的 规范 自 
出 库 , 出 此 自动 地 给 出 一 个 场 与 电磁 场 相 互 作用 的 理论 ， 
这 种 推广 是 显然 的 : 我 们 希望 有 一 个 一 般 的 规范 变换 ， 
whei ， (6.40) 
这 里 的 驯 现 在 是 闵可夫 斯 基 时 空中 位 置 # 的 任意 实 函 数 ， 和 但 是 
因为 场 方程 包 食 导数 , (6.40) 式 就 会 产生 下 列 改 变 ， 
p> (dp ti ers, (6.41) 
为 了 收 出 如 何 消 去 这 一 多 余 的 项 ， 让 我 们 更 多 地 从 几何 方面 去 
潜 待 这 一 情况 。 因子 e+ 是 单位 加 上 的 一 个 复数 ， 规 范 变换 基 
D (也 群 (一 维 复 空 间 中 的 查 群 ) 对 由 作用 的 表示 。 因 志 变 换 由 > 


7 入、 


yaseo 可 以 看 成 是 在 每 一 点 元 选 出 了 女人 加 中 的 一 个 元 , 并 让 它 
作用 在 由 上 ， 这 里 的 自然 下 何 缚 构 是 纤维 少 ， 它 的 底 流 形 是 闵 
可 类 斯 基 时 空 ， 而 它 的 纤维 是 可 (人 D 群 (可 以 把 它 具体 化 为 复 平 
面 中 的 单位 贺 )、 因 此 , (6.40) 式 表示 的 一 个 规范 变换 就 是 该 经 
维 共 上 的 一 个 截面 ， 我 们 将 把 这 个 从 称 为 了 四 具 ， 

现在 ,我 们 想 研究 的 对 象 并 不 是 由 自身 , 而 是 WV 小 ， 在 任意 
点 己 Y 册 是 22(P 点 的 一 次 形式 的 向 量 空间 ) 中 的 一 个 元 , 在 
底 流 形 中 考察 一 条 参数 为 的 曲线 多， 当 我 们 沿 着 这 条 曲线 移 
动 时 ,我 们 会 遇 到 一 次 形 涉 dp 的 一 个 序列 , 每 一 点 有 一 个 ， 如 
果 溃 满足 克 莱 因 -高 登 方 程 (6.39) 式 ， 我 们 则 萄 名 沿 着 多 以 
“正确 的 方式 改变 着 . 在 规范 变换 中 有 那么 一 小 部 分 (人 = 常数 》 
它们 使 得 新 的 by 也 是 “正确 的 "。 假定 我 们 进行 一 个 任意 的 规 
范 变 换 ， 于 是 对 于 底 流 形 中 的 曲线 ,在 可 (1) 从 中 相应 有 一 条 
曲线 给 , 它 穿 过 名 的 每 一 点 上 的 纤维 , 通过 处 是 该 纤维 上 与 多 
的 那 一 点 前 规 范 变换 相对 应 的 那 一 点 (T (了 切中 的 元 素 )， 如 果 
这 个 变 痪 不 是 常 值 的 即 若 G"“ 不 平行 ”多 ), 那 名 变换 后 的 由 的 
梯度 就 “不 正确 * 了 . 它 与 原来 由 的 梯度 不 相等 (确定 到 位 相 ) , 因 
此 我 们 将 在 底 流 形 上 定义 联络 一 次 形式 邯 ， 它 依赖 于 曲线 2 
使 得 能 校正 由 的 导数 、 它 的 定义 是 

GD 著 峭 满足 (6.39) 式 , 则 入 一 0， 

(在 变换 岂 >wew 下 ,联络 一 次 形式 乞 如 下 变换 ， 


这 一 > 让 十 9 [6.427 
GiD 由 的 规范 协 变 导数 是 
Dy=db -ipd. (6 .48) 


人 性质 ( 座 利 Gi) 意 昧 着 Dy 在 规范 变换 下 数 变 为 9%%P4， 人 竹 质 
《让 保证 让 在 镍 上 是 :正确 的 ” 
现在 让 我 们 来 说 明 为 什么 把 4 称 为 联络 ， 仿 射 联结 由 克 


全 下， 


革 斯 托 弗 尔 符号 表示 ， 把 它们 加 到 通常 的 偏 导 数 中 去 是 为 了 得 
一 个 “正确 的 ”导数 : 能 给 出 平行 移动 的 导数 (比较 (6.43) 式 和 
《6.10) 式 )， 为 了 保持 导数 的 “正确 福 ” 克里斯托弗 尔 符号 在 些 
标 改变 下 的 变换 方式 必须 依赖 子 华 标的 变化 (习题 6.23)， 这 非 
常 类 似 于 A 在 规范 变换 (6.43) 式 下 的 改变 ，: 这 两 种 联络 之 间 
的 羞 别 在 于 它们 企图 保持 的 对 象 不 同 : 仿 射 联络 保持 平行 性 , 而 
一 次 形式 联络 避 持 规范 变换 下 梯度 的 不 变性 ， 
我 们 现在 把 克 菜 加 - 岗 登 方程 写成 规范 切 变 形式 
DDip— my = Vid ViA mw. 
(8.44) 
如 果 中 的 位 租 是 “正确 的 ”这 一 方程 伍 简 化 为 通常 的 元 莱 因 -高 
登 方 程 ， 和 而 且 对 一 个 “正身 的 ” 火 通过 任 痊 规 变 换 而 得 到 的 任 
意 册 满足 (6.44) 式 . 
个 射 联络 的 昌 府 张 量 可 以 用 一 个 象 (6.18) 式 那样 的 等 式 ， 
在 一 个 坐标 系 中 加 以 定义 
fy。 VP? Roaps, 
这 里 类 似 地 有 
[Ds, Dr y= Fh, (6.45) 
单 地 就 是 
Fo=—idd. (6.46) 


显然 了 是 规范 不 变 的 (参见 上 面 的 (i)).( 黎 曼 张 量 是 然 标 不 庶 


"a 


规范 , 在 其 中 =0， 但 是 , 因为 8.46) 式 与 电磁 理论 中 的 情况 
蚌 很 相似 的 (人 T= 一 次 形式 执 , i 忆 = 法拉第 张 量 ， 参 见 第 五 章 )， 
因此 版 有 吸 吉 力 的 是 把 (6.44) 式 看 成 是 克 莱 因 -高 登 方程 在 带 
电 粒 子 与 外 电磁 场 总 有 相互 作用 情况 下 的 推广 事实 上 ,确实 


pT， 


出 


HL 


基 这 样 。 而 且 (6.44 式 能 更 直 搂 地 从 下 列 事实 推 得 : 经 典 粒子 
在 外 电磁 场 中 的 正则 动量 是 一 + 《9/60Y4， 这 里 的 是 粒子 
的 “真正 的 ”四 维 动量 ， 根据 对 应 原理 ,方程 Btm 一 0 为 (使 
用 充 =c 一 1 的 单位 制 》 

(iV,—gA) (~—ive gdn) + my = 0. 
这 次 明了 (6.44) 式 起 这 种 粒子 (电荷 9 二 1) 的 流动 方程 。 我 们 
讨论 的 结果 可 总 结 如 下 : 质量 为 m 而 电荷 为 4 的 标 景 粒子 , 在 
具有 一 次 形式 势 二 的 外 电磁 场 中 , 满足 下 列 方程 ; 


(Vea—igA) vig A 由 m0. (6.47) 

而 规范 变换 为 
3 一 > 和 二 和， (6 .48a) 
>be (6.48b) 


我 们 可 以 把 立 看 成 为 TD 从 上 的 联络 ,而 了 作为 它 的 葛 率 。 


* 习 是 8. 号 


(a} 证 明 在 规范 变换 下 有 -ye 
《b) 证 明 t6.46) 式 ，. 
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附录 1， 部 分 习题 的 解答 和 提示 
划 二 章 

3.1 [全 二/ 

3.3 (by 因为 dj/d4+d/dp=pa/9w 二 ad/d%，(2.13) 式 意味 莹 
exp[Lad/ah]ezpLbd/dij =exp bd/dwjlexpkad/jd2j, 而 庆 当 然 说 明 [dya7， 
/dy] 一 0，、 反 过 来 ; 车 在 (2.19) 式 的 右边 ，3/G% 和 ddn 的 次 序 无 关上 紧 
要 , 那么 它 们 的 运 算 确 总 实 炊 一 样 ,和 而 对 于 实数 , 4.13) 式 是 成 立 的 ， 

3.3 展 并 生 一 项 ， 即 [[ 生 ， 和 ]， 台 ] 一 总 了 副将 天 号 一 允 王 了 十 
专 了 总 ， 把 其 中 每 一 项 部 解 酸 为 作用 在 区 数 上 的 袜 分 算 子 。 人 的 误 求 保证 


每 一 项 都 存在 。 把 (3.1 约 式 中 的 三 项 都 这 样 展开 以 后 ， 就 得 到 所 求 结果 
了 。 


a.4 但 一 个 拓 阵 是 一 个 ( 了) 开张， 它 逢 要 一 个 沿 量 与 一 个 一 次 形 
式 才能 给 出 一 个 实数 ， 因 为 这 里 包含 了 两 个 抱 隆 , 所 以 当 供给 两 个 向 量 和 
秽 个 一 次 形式 后 ,变换 就 能 产生 一 个 数 . 线 性 性 是 容 男 验证 的 ， 

2.5 《a) 在 m 维 时 ,一 个 (型 张 量 有 志 个 缠 立 分 量 ， 而 洒 个 向 训 
一 闪 只 有 24 个 分 量 .一般 来 说 ,这 是 不 充足 的 . 

2.6 两 个 人 ) 型 张 是 的 线 作 组 合 是 用 它们 在 任意 两 个 -次 形式 也 和 
了 上 的 值 来 定义 的 . Cah-+ B87) CPB, 的 一 ah 人 的 十 Pr 和 的 ， 这 仍 是 六 各 
& 的 -个 线性 本 数 ， 国 此 是 一 个 (了) 型 张 是 .等 张 量 在 任意 了 和 妆 上 的 人 


为 零 , 而 其 他 的 一 些 公 理 也 是 显然 的 。 此 时 空间 为 达 维 , 因为 得 .一 个 张 最 
hh 都 由 其 二 个 分 最 了 (BB) = 完全 确定 ， 碎 个 张 量 {8 加 6j] 是 一 个 

基 , 因为 它们 是 线性 无 关 的 ; 线性 组 合 B54 为 零 ， 当 且 仅 当 所 有 的 记 
"BO +» 


为 等、 只 要 把 该 张 蝇 作 用 在 站 一 次 形式 的 所 有 杭 上 ， 就 很 容易 看 出 这 一 
点 ,事实 上 , 窑 罗 证明 一 YQ64 

2.7 8 8. 

2.8 线性 往 : OaP bP) 一 BAF WP) 一 BaACTP)TbA(F), 
aB(API toBAMW) =a0 PT +OT). 

分 拓 : 阁 入 (5) ~ 全 5 则 CC6) 一 BC4350) 一 和 4) 太一 AI64. 由 此 可 
推 得 结果 . 

每 一 个 (了 ) 型 张 最 是 Fe 的 一 个 线性 变换 ， 我 们 的 结果 表明 : 在 合成 


运 其 5《 即 由 种 和 有 卫 产生 全 下 ,线性 变换 构成 群 . 

人 9 TY TA TD ， 这 可 推广 为 
TE 这 时 是 个 指标 , 而 以 … 汐 是 入 ' 个 指 

3.10 这 尘 任 意 疝 曙 空 间 部 是 对 的 , 零 元 来 是 了 唯 一 的 . 

2.11 此 张 量 (在 原 有 基 中 ) 在 一 个 一 次 形式 五 和 一 个 向 量 了 上 上 的 什 
是 Pip:， 在 新 基 中 , 它 是 A8V*po 一 (49d) CMETD Cdipo， 这 里 我 
们 用 到 了 每 个 成 分 的 被 变换 后 的 分 量 。 先 对 ? 积 站 求 和 ， 再 应 用 (2.34) 
式 能 得 出 ， 新 的 信 与 原来 的 值 一 拌 , 妓 恋 法 则 给 出 了 一 个 与 给 定向 量 和 -一 
次 形式 要 关联 的 实数 , 而 这 与 芝 的 选取 无 活 . 


32.13 (a) 4 -YS VB) 0 1). 


EA 


(4~( ”的 正则 形式 是 (“0 
2.18 (a) 变换 法 则 可 以 失地 .55) 式 推出 ， 作 为 一 次 形式 的 一 个 画 
数 ,gi -1(%$, 分 一 g1《p: 人 玖 给 出 公 ,55) 式 , 且 明 显 地 表明 了 线性 性 项， 

Cb) 在 这 种 基 下 , 该 度 者 具有 分 量 土 6iw 因此 名 | 于 也 有 分 晤 二 82 这 
正好 是 道 矩 阵 。 

3. 在 王 点 附近 , 把 gws 和 4 按 奉 勤 级 数 展 开 。 对 于 gu 展开 中 
的 任意 系数 , 适 区 当地 选取 4 展 开 式 的 系数 ，: 以 满足 0 和 Gy， 通 过 计算 


* 信息 1 


系数 的 个 数 来 证 明 的 ~ 6 成 立 。 记 性 , 并 不 是 所 有 的 34ABsw 在 互 点 
都 是 独立 的 , 因为 4 一 Bwi/8x” 意味 着 849 /Ba 一 diyamr， 

3.15 《ay gre=1; drs—=0, ga8—=, 

Cb》 正 交 归 一 的 .=8/8r, 和 -18/34. 

2.16 (a) 9 具有 分 量 人 /2r, af/ 开具 有 分 量 (OP/ar 1- 吧 1 
20). 

(p) 在 正 交 归 一 基 下 , 弛 和 如 都 有 分 量 (a1/ar 18/20). 


第 三 章 
3.1 (a》 对 于 函数 ，(3.3) 式 表明 (3.8) 式 的 每 一 边 都 简化 为 算 子 
EP, 外 1]， 对 于 向 量 场 本， (3,6) 式 给 出 (3. 式 的 左边 为 [P, [ 信 ,， 9] 一 
[ 隐 ，[F，7j， (8. 人工 的 右边 为 [[F， 仇 jj，WI， 雅 可 比 恒等式 (习题 
3.3) 与 李 括 号 的 斜 对 称 性 确定 了 这 个 结果 ， 
人 b) 巩 于 函数 , 我 们 再 一 次 用 牙 可 比 恒 等 式 人 .134). 对 于 疝 量 , (3.8) 
式 把 (3.9) 式 转变 为 关于 [[ 玉 ,了 ,2]+[EY, 2],]+[L2, ,了 ](=0) 
的 李 导 数 . 
3.9 (pb) Kp Gp EN = (Lp Ne Di ppe = [Pe UN Je, 
一 [全 《Pie)) = [Ps2ei 7 一 Dep ‘ee 
-Dri 6 
求 出 最 后 一 步 , 需要 把 指标 重新 编号 。 在 最 后 一 项 中 应 用 (3. 了) 式 就 
能 给 出 所 求 的 结果 ， 
3.3 以 太一 到 好 能 从 (3.7) 式 推 得 。 
3.4 从 人 3, 中式 ,有 
CP VN WE CW 四 (人 


| 4 Gi 
Wi Wr 7) 
CE 
={r to rw, 
其 中 第 二 项 中 的 指标 已 重新 编号 ， 从 便 : 的 任意 性 , 可 给 出 所 求 的 结果 。|] 
3.5 ka) [2 ods PBA = Dn Ay Be 


BL ey A ] Tmo ca Beeoy) 4ay 
—BealAwe loc) Ao}, 


“证 


3.6 ADE 0 TT 
| 
. 人 六 
命 所 一 下 从 而 有 (pT 后 一 74D2T, 
3.7 [LD Yr] = Lr Er + Lr LG + Er LT 
+ Er HL = LT, EH, — LT, FT, — LL, 一 0. 

其 中 第 二 步 用 到 了 (3. 今 式 ， 为 了 证 明 售 .33) 式 ， 要 导出 下 列 关 系 : 
l= — sinpo/d -cospeotta/op b= ~o08 po 0+sin soot dd 
le =o 

3.8 如 果 & 是 常数 ,那么 从 多 pr 一 4. 缉 容易 推 得 、《 如 果 “ 是 一 般 函 
数 的 话 , 那么 这 一 点 是 未成 立 的 ,) 

3.9 当 从 $=0 开始 沿 $ 李 拉 虑 时 ， 训 梨 持 不 变 ， 而 变 为 到 一 
co08 骨 5 十 Bin 负 2 第 三 个 枯 向 最 各 有 笛 卡 儿 表达 式 ; 一 Sin 风 和 十 oo0 量 和 .三 
个 向 量 谐 应 数量 exp (2 四 8 ezB(3i 的 (aos 由 十 qina 由 和 )，exp(i 季 (一 
Sin 四 #4 二 cos 四 ev}。 司 用 更 紧 次 的 线 性 组 全 exp 人 (全 节 交 ，exBfigy (es 二 
18.) ,exp(3ig) (3 -i8,) 可 能 更 有 用 ， 从 这 些 , 显然 可 知 到 十 ij 的 本 征 值 
为 +1, 而 5 一 i 的 本 征 慎 为 一 1 这 些 很 容易 宜 接 验证 ， 一 次 形式 中 在 
李 拉 岛 下 不 变 , 而 知 变 成 入 一 os 由 gz-sii 由 种 ， 第 三 个 基 一 次 形式 邮 
有 向 卡 儿 表 达 式 ; 一 gingdw-+ eos iy， 于 屁 , 三 个 一 次 形式 谐 函 数 是 exp 
(Qig ls, expGp) ridy), exp is — ,由于 Zs = 2 
dg 放 一 各 Ff 容易 证 明 ( 应 用 福 举 标 )，d(8ap 站 二 了 ww (UF)， 这 就 完 
成 了 证 明 ， 这 是 下 面 #. 红 带 中 证 胡 的 一 个 一 般 定理 的 一 个 转 丈 情况 . 

3.10 右 不 变 向 量 场 在 映射 Rj( 类 位 二 ， 它 由 右 平 系 生 成 1 下 不 
变 . 向 3.10 让 这 章 也 能 适用 , 国 下 它们 构成 一 个 李 代数 ， 有 让 挛 向 时 场 
过 e 的 积分 曲线 {与 左 不 变 积 分 些 线 有 机 同 的 原因 ) 是 单 参数 子 群 ， 但 是 
这 些 子 群 与 这 两 组 积分 出线 有 1-1 的 对 应 ,因此 这 些 曲 线 是 同样 的 ， 一 个 
左 不 变 场 的 亚 些 不 通过 。 的 积分 曲线 可 以 由 那些 通过 < 的 积 分 曲线 ?型 音 
参数 子 群 用 左 平 净 得 到 ,下 的 通过 (例如 说 多 左 不 变 曲 线 是 ga, 人， 
通过 的 石 六 变 曲 线 是 gp.( 罗 8， 两 者 是 不 同 的 , 除非 为 和 gp,( 介 可 交 济 . 

3.11 a 网 为 出 所 1! 给 出 奖 左 平移 是 把 的 令 域 觅 为 6 的 分 域 的 
一 个 1-1 陕 射 , 所 以 向 量 场 映射 5 也 是 1-1 的 和 可逆 的 ， 由 此 得 到 ， 若 


二 人 如 Vr TE 


地,(@)} 是 线性 无 关 的 , 则 对 于 任意 加 { 太 TOG 关 了 ,人 下 也 是 线性 无 关 的 . 
《h)》 要 点 是 , 场 弛 中 是 一 个 整体 上 的 基 ， 因素 本 意向 量 场 , 由 对 所 有 
的 9 给 出 的 ft9)} 所 定义 ;这 把 ZG 映射 到 Gx 如 工 
3.13 (by) 关键 的 一 步 是 (BT4P)" 一 了 4BB 4B.. .如 -1 在 
B14"D. 
《ey 分 块 对 角 知 阵 是 容易 求 其 沸 数 矩 阵 的 , 这 是 因为 
PI 0 0 nn APD" 0 0 
0 Ps 0 | 10 {Pr* 0 
0 0 Ps + 0 0 CP)" oe 
在 情况 人 中 exp(tx) 是 通常 的 指数 函数 ， 症 博 况 (说 中 ， 
3 
eof。 


国 isy 0 1 i 
-oy 二 (oY ee -1 


1 /1 一 rtisy ， 0 ) 1 1 ) 
-i f(s 一 ja(: -| 

i rl eos tryt- i gln try 站 ) 
TV (i 0) orp){ 0 Cos tery —i Bin fry 


:去 (; 1) 


由 此 可 得 到 结果 .对 于 他 ), 既 过 一 些 试验 , 可 验证 下 列 结果 ; 


FT 二 自由 于 
0 x 1 0 .: 
人 O11: 
d 1 外， 1 ds 1 
”EE I Tr “| 
d 1 和 
-| 0 31 de 
Th 1 11 
[0 心 这 nr 


于 局 浊 


当 生 以 #*, 并 四 于 指数 的 求 和 式 之 中 ,该 就 第 呈 介 .和 00) 式 ， 
3.18” 拭 阵 的 序列 
: ( cos 人 
0 DOs 
是 一 条 连续 曲线 , 它 包 含 eG=0 时 ?和 
(To 1) 
. 站 一 1 
全 = 时). 这 一 矩阵 不 在 一 个 单 参数 子 群 中 , 这 点 因为 任意 矩阵 的 指数 都 
不 等 于 它 。 这 可 由 习题 3. 雪 证 得 。 容易 证 明 : (3.597 站 中 的 一 些 形 式 部 
不能 按 避 .5 的 式 变换 到 所 需 的 皂 阵 ， 这 是 因为 在 主 对 角 线 上 出 现 了 负 元 
束 ， 

3.14 {ay 4 的 本 征 值 满足 方程 det(4 一 2 一 1 一 dat 一 XI 一 
det(d7 一 27) 一 det( 生 -1 一 A1)， 因 此 4 也 是 4 的 -一 个 本 征 信 。 反 过 来 岂 
<b) det(A—ATY=000=d0tC A WadsttAd AD =detl (tl -NA 
—dett —ADNdort AT— iY, 
因为 tetf 她 壮 六 -所 以 人 4 的 本 征 秆 都 不 为 零 ， 几 此 我 们 得 到 aek4 一 
和) 一 0 的 结论 ， 因 此 ,和 邵 果 寺 在 0D) 下, 且 和 是 殷 的 一 个 本 征 秆 ,那么 
1/4 也 是 一 个 本 征 值 ， 但 是 方程 detC4 一 21) 一 0 是 实 的, 因 比 它 的 解 六 所 
共 斩 对 的 形式 出 现 。 为 了 使 这 些 对 是 可 谥 的 ， 它 们 必须 具有 Ce "六 的 

形式 。 | 

(8) 对 于 给 定 的 本 征 值 ,这些 形式 正好 是 (3.58a, DD 式 , 而 (3.62b) 式 
是 (3.62Y 式 的 一 个 特殊 情 襄 ， 需要 排除 的 公有 的 情况 是 具 六 十 1 时 的 
(3.586) 式 ， 这 一 形式 是 不 可 能 的 , 这 是 因为 314 百 在 QC 之 中 ,而 容易 
在 出 , (3.58c) 式 不 在 Of 之 中 。 

(9) 潜 察 任何 元 素 , 特别 是 。 的 切 空间 可 以 求 得 李 代 数 。 因 此 我 从 只 
杷 求 SO(n) 的 -- 维 单 参数 子 群 的 生成 元 ， 遂 过 考察 标 准 型 可 以 解决 这 .一 
问题, 但 是 下 六 方法 更 快 。 考虑 元 素 exzpGtd)， 其 中 六 是 DG 的 李 代数 
中 芍 元 .于 是 [exp 人 人 和] 一 ezD 一 14 和 [ezptt4) 科 一 exrpttdy， 对 于 
性 意志 它们 都 是 相等 的 , 因此 47= -4。， 可 以 同样 证 明 , 其 六 也 真 ，Dfo) 


的 维 康 是 xw 人 对称 短 阵 中 线性 无 关 的 最 大 个 数 ; 即 到 %(p 一 1 


-1 上 -| 


3. 坊 ”外 阵 和 4 性 于 50(0) 的 充 要 条 件 基 其 标准 型 (3.62) 式 有 偶数 个 
《一 了 分 块 ，Ofoy 的 一 个 元 素 , 洪 不 在 3008) 之 中 ， 则 有 青 数 个 (一 四 分 
块 , 而 且 它 显然 能 由 SOtm) 中 的 一 个 元 素 通 过 给 定 的 那个 变换 得 到 ， 

3.16 正如 上 题 中 一 样 ，SG 人 中 元 素 凤 的 标准 型 有 偶数 个 (一 1) 分 
坪 , 把 它们 排列 起 来 可 以 成 为 (3.620) 式 在 9 二 w 时 的 一 个 特殊 情况 ， 不 管 
是 标准 型 .624) 式 还 是 只 .62c) 式 , 它们 都 其 指数 全 ,59a) 式 或 局 -58 四 式 
的 一 个 特殊 形式 。， 对 于 30(3), 此 时 的 标准 型 必定 是 (3.62a) 式 的 一 个 分 
块 各 (3.620) 式 的 另 -一 个 分 块 ， 习 .本 怒 式 的 本 征 向 最 是 转动 区 轴 。 . 

3.17 应 用 个.60) 式 ， . 

3.18 矩阵 diag[expfiemty，expOd2D)，…"] 是 diag Ciait, itat; …) 的 
指数 。 第 一 个 矩阵 行列 式 为 ezp Wtyay), 而 且 洲 它 等 于 1 则 第 二 个 答 陈 
就 是 迹 为 等 的 。 现在 让 我 们 在 复数 与 实 2x3 矩 阵 之 疝 建 立 一 个 对 应 : 


a+ibes ( ”). 这 个 对 应 是 保持 乘法 的 (a+i) e+) ") 


a 
(_ 。)， 因 比 在 复数 与 这 种 特 珠 形式 的 你 隆之 间 就 有 一 个 群 同 构 . ( 事 


实 上 ,这 是 一 个 代 闭 司 构 ,因为 它 也 保持 加 法 )， 这 个 同和 可 推广 到 GL Cw 
0) 与 由 具有 2x2 分 所 形式 ( “” “) 的 短 库 物 或 的 GZ(2n， 了 的 子 嫩 


之 闻 的 群 同 构 。GLCn; 中 应 密 共 斩 在 GZ 及) 中 就 是 转 置 运算 .。 寺 
此 我 们 可 以 把 《和 0) 看 成 是 QC20) 的 一 个 子 群 。 因 为 O423D 是 由 23X2% 
的 妊 对 称 短 柱 上 生成 的 ，U (mn) 就 由 反 厄 窗 短 阵 所 生成 。 根 泥 我 们 最 初 注 意 
刘 的 那 一 点 , 以 及 习题 3.20(a) ,它们 必定 是 迹 为 零 的 。 

3.20 (a)(BTAB Y= (B14BP 但 是 (BD{B?= 部 ， 因 此 
rtBliAB)=trtd), | . 

tw) 因为 det(B" 站 一 1ydettB}， 我 们 有 dst(exp(A)) 二 dettB Texp 
tA}BY~—dettexptH TABYY: MH exp(trCAd)) =exptB l(trA)B} = erp 
CT 一 总 世 0， 这 样 ,我 们 只 要 对 各 种 标准 型 来 开明 司 . 杀 ) 式 . 对 4.58a) 
式 , 这 是 平凡 的 ， 对 于 (3.58b) 式 ,注意 到 (3. 多 Dy 式 ,就 能 生得 结 内 了。 对 
{8.58c) 式 也 说 样 是 对 的 , 因为 (3.59c) 中 的 矩阵 的 行列 式 为 1 

3.21 (8y 选用 语 等 式 (axby xe= .06 (WH.oa, 


有 站 启 。 


8.29 《(s) 注意 到 det( “)~1al? 十 上 gl 所 以 只 有 和 堆 短 阵 的 和 


列 式 才 为 堆 ， 

(Cb) 维 数 是 击 因为 定义 互 的 一 个 元 素 可 以 自由 地 选取 生 个 实数 ， 

fg (3.73D 式 是 全 的 方程 式 ， 国 此 把 形 中 人 的 得 一 点 fay G9; 29s 
ea 与 拭 隆 本 对 应 , 便 能 构造 这 个 切 1 映射。 

3.23 因为 [9 了 1 一 ez 一 弛 ), 我 们 就 能 把 司 .79) 式 写 为 

exp(s¥)ezp(t Xexp(— ay) =explt Adrn (CX)]. 
两 过 关于 守 在 + 一 0 处 求 导 , 就 将 
exp(lsy yesp(C— 3》 一 Adunt Ry, 
把 杰 边 按 s 的 备 展 开 , 就 有 


又 +s[Z,， RI+E CY, LY, XI]+ sy, CY, CY. X11+.., 


一 呈 


这 就 还 明了 结业 . 
3.24 (bh) LY 人 一 这 Toyw BED) 2Y of 
IAF1 1) IF 
FN i(F1 ~ Ti/ 2; 
TID=— CtT Dv: 
LTIN=O Te(Z1 人 一 一 了 io VD: 
TY Y= Yo V2 -=i 
因此 这 3 个 函数 的 任意 复线 性 组 合 ; 净 通 过 沿 1s， 腾 戈 1, 的 导数 变 为 


另 -一 个 
8.35 《3.30) 式 的 第 一 式 意 味 着 2(P) 0， 和 镜 下 的 两 个 意味 着 07) 
= 和 (六 一 0. 这 样 了 在 球面 上 必 为 常数 . 


* 多 四 了 。 


第 四 音 


4.1 BU+W, D+W)=0-B, D+BOU, Wy+BOW, 六 
+BW, WY=B, Fy+BFm, DY). 
生生 Ca) Per 了 全 pg MW ppt Ws 
se Pty 你， Wis] DB, 全 
tb) 由 44 一 ~ di 等 淮 得 ， 
Co) 4wyB*= 当 AwBs+ 于 AnBi 一 (4BY- AwB) 一 4,sBt4. 第 
一 步 只 需 型 把 号 指标 重新 编号 . 
Gd) Br BBS 0 — BG, =0. 


4.3 5 的 分 量 是 它 在 一 组 p 个 基 向 是 上 的 值 ， 若 p> 加 则 至 少 有 两 
个 向 量 是 一 样 的 ， 交 换 这 两 个 向 量 不 会 有 任何 改变 , 但 同时 却 改 变 了 该 分 
于 的 符号 .能 与 其 负 值 相等 的 数 只 有 零 。 

4.4 我 们 只 要 证 明 丙 个 次 形式 的 和 是 一 个 靖 次 形式 ， 即 它 是 完全 
射 对 称 的 , 以及 -个 p 次 形式 与 一 个 数 的 乘积 仍 是 一 个 户 次 形式 ， 这 个 空 
间 的 维 数 是 一 个 p 次 形式 所 可 能 有 的 独立 分 量 的 个 数 ， 由 (4.7) 式 可 知 这 
是 0 

4.5 DAT, PPONETP) EBV) = PALTV, TV), a 

4.6 检验 (4.9) 式 0, 7) 一 二 ay[6 (D8) 一 05) (7)]= 


于 wu(D7I 一 FDD= 吉 GT 二 mn 一 ov， 独立 的 二 次 形式 
必 人 从 的 个 数 是 去 % 一 ,这 是 二 次 形式 空间 的 维 数 。 


4,7 根据 二 项 式 定理 , (IT 一 3_o0y， 注 意 , 这 包括 2 一 凡 即 零 次 
形式 的 一 维 空间 . 
4.8 四 (4. 外 式 及 其 推广 , 我们 知道 , 49= (1/21) XQ 人 A 入 及 DAY 


2 


= /3D (PAD od AA 是 PA3= (1/2 pg A CA YY = 
CD 为 者 重大 攻 人 


构成 一 个 基 , 所 以 有 结论 : (PA 9 一 (317/21 jpugra 十 【站 三 下 十 加 kg 十 加 好 和 


一 gy 一 一 各 一 Dr 二 Pan 芋 P9m， 推 让 到 4.10) 式 是 直接 的 . 
我 们 提 醋 读者 ,CE 一 0 因 下 (4.1 儿 式 是 平等 对 待 台 和 的 . 

4.9 {4.16) 式 对 名 和 && 是 双 线性 的 ， 因 此 对 销售 入 35? 和 = 
IA 入 W519 这 一 情况 进行 证 表 便 足够 了 。 于 是 所 A 一 (BA 
PP ， 这 一 模 积 具有 作 十 中! 个 项 , 这 是 指标 所 有 可 
能 的 冒 换 信 数 ， 以 名! 开始 的 项 与 攻 纵 并 治 出 的) C0 A 人? 人 Pl 
A 下 大 名 俯 售 开始 的 硕 是 以 各 开始 的 项 , 通过 交换 条 和 全 得 到 
的 ， 币 县 状 一 个 坷 次 置换 。 所 以 这 些 项 与 所 的 缩 并 给 出 一 他 (EY CGT/ 5 
大人 地 有 缩 并 3CE) (87 开罗 天 下 及 
其 他 等 每， 现在 最 初 的 p 个 这 种 织 并 正好 是 上 (EY A&， 因 为 它们 只 包含 启 
中 的 那些 一 次 形式 ， 梨 下 的 了 个 缩 并 是 三 和 将 中 的 一 次 形式 的 纶 并 ， 面 
后 在 横 积 的 前 面 , 当然 其 前 还 有 由 各 的 次 数 所 决定 的 它们 的 总 体 符号 .也 
即 第 -一 个 这 种 项 是 (一 ?GT1CEY CA 人 ?1 中， 币 所 
有 其 他 项 也 部 是 出 现在 芳和 人 &% 必 ) 中 项 的 《一 0? 代 ， . 

4. 加 在 第 卡 几 学 标 中 ， 研 二 U x 其 有 分 晤 UF--U3V2, U3F1~ 
DT IPTF2 一 DPI， 在 地 .29) 式 中 , 命 w=1, 就 有 *(U XVF)w= 《EX 
F)? 等 等 ， 这 证 明了 (性 .22) 式 . 

4.11 《a 《4.95) 式 下 面 的 式 子 的 右边 就 是 Cp 十! 个 融 的 一 个 和 
式 ， 以 下 标 2 开 既 的 项 总 共有 并 个 ; 以 下 标 w 天 第 的 项 字 有 斑 个 ,它们 
〈 附 有 正确 的 符号) 出 现在 第 二 项 由， 。 籽 .361) 式 上 上面 的 最 后 -一 项 
对 进行 了 求 和 (时 二 7)， 

[by 对 次 函数 使 用 (4.36) 忒 tm 一 及 次 以 给 出 次 8 明 数 ,这 样 就 
得 到 因子 2 一) 这 与 性 .37) 式 由 的 全 一 人 一致 

4.12 (3a) 要 注意 的 怠 点 是 81rd Ad" 一 AX (Bnd?) 
FAVE nA A AD (go x A Ams) — A (88d dr 

二 一 …, 这 里 在 最 后 一 个 表达 式 中 的 每 一 和 式 里 , 希腊 指标 只 取 C% 一 少 个 
值 : 在 第 一 个 和 式 中 避 开 1 在 第 二 个 和 式 中 避 开 3, 等 等 .根据 以 .39) 式 ， 
第 Pp 个 括号 项 是 出 原来 的 矩阵 去 掉 第 1 行 和 第 加 列 得 到 的 (m=) Xx Kw 一 


.+ 不 和 。 


力 算 了 库 的 行列 忒 ， 

(b) 著 3 与 1 交换 , (4.39) 式 显然 是 镍 对 称 的 ， 这 就 挫 册 了 所 要 求 拘 
结果 . 

4.13 ” 设 矩 阵 入 按 基 一 次 形式 变换 , 即 首 一 dj， 于 是 首 一 出 … 
td 但 
是 度 规 的 分 量 按 8ur 4 和 必 gu 变换 ， 这 作为 一 个 给 阵 等 式 具有 行列 式 
det(gey) ~[det( A)]2det(gwy).、 【和 注意， 根据 习题 4.12(b), 短 阵 转 轩 后 的 
行列 式 等 于 原 矩阵 的 行列 式 .) 而 且 原 菇 是 正 交 当 一 的 ， 因 此 detlgw) 一 
土 J， 岂 此 得 到 detC 小 一 1dct(gyy) 112， 结 果 针 证 - 

4.14 《ay 这 是 性 质 (9) 在 各 是 零 次 形式 了 时 的 特殊 情况 ， 利 用 性 质 
(3) 汇 去 yg， 

(bh) 这 是 显然 的 , 

4.15 P= 起 CAPPD, = Vlgt+ 二 起 训 '， 第 二 项 的 出 现 是 不 
符合 张 晤 变换 法 则 的 。 现在 ， 在 [了 7; YJ]* 中 出 现 的 两 个 "多余 ”的 项 是 
Opt 一 了 PIA 的， 因为 他 4 下 /B78 所 以 它们 为 零 ， 

4.16 curligrad f) +#d(HA) = 0. 

div(enrl DD = dD = a) = dls=0. 

4. 坟 (4.64) 式 中 的 第 一 个 表达 式 是 组 一 0 的 分 量 形式 。 第 二 步 与 
习题 4.11(a) 中 的 那 一 步 一 样 。《4.64) 式 中 右边 的 第 二 项 是 由 第 一 项 简 
单 地 肥 过 交换 7 和 1 而 得 到 的 ， 这 就 引起 一 个 符号 改变 ,而且 表明 它们 是 
相等 的 ， 

4,18 div(Qy=d=0 6= 所 对 于 某 个 全 "d=eurl(D), 

eur =" =0 000= =grad (ff), 

4.19 ”选取 一 个 向 量 基 (GB -… 5n), 使 得 (2 …， 6) 与 U7 相 切 ; 
(eg) 一 0; 3<<v<n， 这 意味 着 车 (81) 0， 这 是 因为 必须 译 少 有 一 个 非 
零 分 鼻 ， 由 于 当 是 一 个 轨 次 形式 ， 它 只 有 一 个 独立 的 分 量 ， 凶 省 全， 61 
一 人 人 人 (2 5 …， 吕 )。 其 中 忆 有 的 非 零 项 是 当 半 与 责 绽 并 时 
产生 的 , 因此 我 们 有 C20DG(CBs …, 2 。 但 是 CBs， g) 是 苑 [so 在 这 
一 菇 下 的 唯一 独立 分 量 , 所 以 可 求 得 为 各 (eu …, 8.)/%WC8)。 但 是 名 本 身 
却 不 是 唯一 的 : 对 于 任意 函数 户 久 十 六 也 恰好 能 起 到 同样 作用 ， 现 在 , 对 
的 唯一 朗 求 是 它 与 30 各 直 ， 在 我 们 的 基 下 ; 这 意 款 着 站 具有 分 量 (zi 


a 这 号 日 。 


HN 


0 …， 小 。 最 然 仁 意 两 个 法 线 革 和 各 由 下 式 所 关联 :和 = 芒 '， 根据 我 们 
以 前 的 结果 ,和 iso 此 时 改变 为 产 黎 |ao 因此 好 个 ) 交 | ao 是 不 政变 的 . 

4.30 按照 从 (4.76) 式 得 出 的 一 些 步骤 , 我 们 得 到 [5] = GO),。 
x dz 起 ii 二 六 站 省 

4. 红 ”应 用 习题 4.13, 证 明 在 球 被 坐 标 中 ， 麻 闪 是 diag (出 纪 
asinz 人 的 ， 因 此 让 以 .80) 式 中 命 f 一 msin 有 就 能 得 到 air 所 

4.28 从 仁 .07) 式 ， 有 和 rp 的 一 [05 C7] 一 d5 pVyI 一 div(pP) 
cp . 
4.23 (ay 由 于 名人 E) =*E, 《4,77) 江 的 对 偶 立 即 给 出 (4.81) 式 ， 
(人) * 置 是 一 个 Cp 一 加 次 形式 ， 卫 是 一 个 Cw 一 p 十 1) 次 形式， 因此 
*d* 卫 是 一 个 tp 一 四 次 向 量 . 稀 单 地 推广 .76) 式 即 能 证 明 (4.83) 式 . 

C0) CdivyB) fH 

4.24 (a) 若 886, 则 [一 d 但 是 因为 此 时 没有 边界 ， 所 以 第 
二 个 积分 为 零 . 

《b) 8 一 dw1h dw? A ds 是 通常 的 体积 形式 ， 因 此 如 果 台 是 单位 球 
《Bs 中 司 的 内 部 ), 则 |， ds 一 球 的 体积 一 4x/4. 根据 斯 托 克 斯 定 现 , |, 
= [ 甸 |s， 现 在 ， 在 :一 个 二 维 流 形 中 的 任意 二 次 形式 都 是 闭 的 , 这 是 因为 
所 有 三 次 形式 己 为 零 ， 所 以 备 是 闭 的 , 但 是 它 不 是 答 当 的 , 否则 与 上 过 人) 
了 矛盾。 
C6) 结 定 的 外 在 8 上 处 寻 有 定义 ; 且 809. 把 箭 在 鱼 上 由 单独 一 
条 闭 曲线 图 成 的 任意 区 域 上 积分 ， 对 于 任意 % 有 中 靖 --0， 这 仅 当 对 
于 车 了 有 痛 =@y 时 才 是 对 的 : 否则 能 黎 到 菜 一 昌 线 加 :在 其 上 并 会 有 -一个 
非 替 的 积分 。 事 实 上 , 可 以 如 下 构造 关 在 书 点 选取 任意 值 .fn 并 在 卫 训 
任意 点 @ 的 任意 一 条 曲线 上 积分 入 定义 了 CQ) 一 所 了] 色 一 0 的 这 一 
条 件 保 证 了 7Q@) 的 定义 与 从 卫 到 旦 的 路 径 的 选取 无 关 ， 

44.25 (a) 全 和 (这 是 浅 旭 的 ， 对 于 (这 )， 假 定 华 一 玫 一 au 序 一 了 一 
dry 于 是 天 一 学 一 让 (2 十 它 ， 

《b) 首先 证 明 : 车 和 = 和 遍 才 色 ss， 则 对 于 任意 实数 a, 局， 有 qf 

。 全 是 不 


ba 二 588， 这 是 浅显 的 ; 因为 存在 加 入 2 使 得 及 = 而 + 和 所 
一 各 3 十 可 ra 和 ;十 8 户 : 一 0 拘 十 屿 es 二 to 入 十 碗 鸭 。， 这样， 我 们 就 可 以 首尾 
一 致 地 定义 等 价 类 di 和 do 的 线性 组 合 4 十 54， 为 它们 的 任意 元素 的 
间 一 线性 组 合 所 确定 的 等 价 类 ， 因此 我 们 能 把 这 些 等 价 类 本 身 看 成 是 一 
个 向量 空间 中 的 向 量 ， 零 元 是 27 中 零 向 量 所 确定 的 等 价 类 , 任意 燃 和 4 的 
道 元 是 一 4, 等 等 。 

(6) 到 瑟 中 的 向 量 (0, 坊 ， 它 所 确定 的 等 价 类 是 怎样 的 ? 它 是 所 
有 具有 形式 C0; 太 十 (a; 0) 的 向 最 ,这 里 4 是 任意 的 , 而 6 是 固定 的 . 这 些 
点 的 轨迹 是 一 条 直线 ,平行 于 z 轴 , 目 与 元 相距 5. 用 这 种 方式 我 们 能 把 
这 种 等 价 类 的 空间 与 这 样 的 线 汇 同化 . 

4.26 ”此间 量 场 在 任意 处 都 不 能 为 零 ,因为 该 映射 不 周 定 任意 点 ， 国 
定点 将 对 应 于 了 的 标准 型 中 的 一 个 (二 四 分 块 , 但 是 已 是 标准 型 , 且 没 
有 这 和 分 块 ， 注 意 , 这 里 的 球面 的 维 数 是 奇数 , 这 是 关键 的 ， 

4.27 (a) 这 是 浅显 的 ， 

Oh) "m1(Sm 了 是 一 个 一 维 向 量 空间 《RY), 因此 任意 等 价 业 是 号 一 类 
的 一 个 倍数 ， 因为 首 不 是 恰当 的 ， 它 就 在 一 个 非 零 等 价 类 中 ， 遇 习 显 
4.25(b) 得 出 ; 每 一 个 等 价 业 都 包含 甸 的 一 个 倍数 , 因此 对 于 任意 到 存在 一 
个 数 , 使 得 名 一 4% ~0, 即 &&~as 是 恰当 的 . 在 8" + 上 慰 分 就 给 出 a 的 入， 

(@) 车站 -xd 一 请 则 育 是 一 个 (z 一 芭 次 形式 . 设 它 关于 各 的 对 偶 
是 如 即 了 一 :六 或 盖 ( 一 人 Dw， 于 是 纺 =( 一 "(daiveV)5， 设 车 
于 名 的 对 惕 ， 因 此 我 们 有 (一 5 一 《一 "divaF Wj。 这 等 价 于 所 要 证 
明 的 结果 . | : 

《ay 在 这 一 情况 中 , 在 单位 图 周 上 有 人 =wdly 一 邮 w 一 和 9, 这 里 8 是 楼 
角 。 任意 其 他 -次 形式 名 可 以 写 为 8(9)90, 因此 我 们 希望 找到 了 (0), 使 得 
df 二 [gC 一 qj] 色 6 处 处 成 立 . 因为 解 = (df/9 扑 9, 解 得 9f/d9 一 g(8) -a 


或 7 一 | gg 一 ap 为 了 使 / 是 连续 的 ， 我 们 要 求 (0) 一 了 2m), 或 2wa~ 


人 gag， 这 与 我 们 在 上 面 (p) 让 扒 得 的 是 一 教 的 。 把 (2 中 的 扒 理 倒 过 来, 


出 此 我 们 有 结论 : 二 159 = 请. 
4.285 (a) 构造 六 蒙 上 面 解答 习题 4.24Cc)… 样 ， 
Cb) 很 定 革 是 单 连通 的 , 且 设 是 扫 上 屁 够 光 清 的 任意 -次 形式 声 
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于 是 当 闭 曲线 收缩 时 ，[ .5 就 光 党 地 变化 ， 但 是 总 本 以 使 足够 地 小 ， 
使 之 完全 在 麻 加 业 引 悍 (.19 节 ) 能 适用 的 一 个 区 域 之 中 ， 在 共 中 ja 
0。 根据 连续 性 ( 即 把 这 祥 的 一 些小 此 线 连接 成 一 条 大 阳线 ?可 以 得 出 , 对 
于 任 总 闭 曲线 名 有 | ,8 一 0， 于 是 模 据 上 述 人 )，BCMH) 一 0。 其 遂 是 类 
似 的 。 车 五)<#0, 则 存在 一 个 闭 的 一 次 形式 后 它 不 是 恰当 的 。 樟 据 
上 上述 (8) 可 得 : 至 少 对 耻 中 的 某 -一 闭 央 线 名 有 j &#0， 如 果 这 条 曲线 能 
光滑 地 形变 为 一 点 , 闭 么 对 ?的 所 有 足够 八 的 收缩 所 ,就 有 | 5 一 0、 各 上 
述 那 祥 , 这 将 意味 着 | #0, 这 就 矛 抽 了 ， 因 此 不 能 收缩 为 一 点 , 


和 .99 {本} 的 所 有 线性 组 合 ， 记 只 有 这 些 线 姓 组 合 才 能 被 
{mt 由 的 每 一 个 一 次 形式 所 零 化 。 因此 这 些 一 次 形式 的 完全 
理想 是 与 原形 式 的 完全 理想 一 样 ， 设 名 害 一 个 4 次 形式 , 它 零 化 Zs 中 的 
和 餐 一 个 向 量 ,将 久 在 基 一 次 形式 中 展开 . 冯 中 的 每 一 项 都 是 .9 个 基 一 次 形 
式 的 模 积 ， 并 再 每 一 项 都 至 少 必 须 和 包含 {6"*，…, 省 中 中 的 一 个 。 如 果 
不 是 这 样 , 那么 那 一 项 就 不 能 零 化 Xs 中 的 每 一 个 向 量 。 名 的 这 种 展开 可 
凡 象 习题 中 所 示 那 样 弄 出 。 

4.30 如 习题 4.39 一 祥 ， 把 争 在 一 个 一 深 形式 基 好 i …， 冯 ， 
Wm 中 展开 洪 学 首 理 想 之 中 ， 则 每 一 项 就 至 少 包 含 他 ，…， 
5n} 中 的 一 个 ,所 以 满足 任 ,90) 式 ， 相 有 反 地 ,着 这 是 一 个 提 次 形式 (gq 志 一 
m》， 且 满 足 姓 .90) 式 , 则 构造 一 组 疝 量 低 , Y4 …; 9ms， 共 中 台 局 于 各 
的 堆 化 子 瑟 p。 而 且 芒 不 轿 于 苹 p， 没 (4.90) 式 中 的 人 mn 十 执 次 形式 作用 
在 这 组 向 量 上 ， 当 过 是 凶 的 一 个 自 变 量 时 ， 公 有 的 -- 些 非 浅显 项 直 会 出 
现 . 如 果 (4.90) 谍 甚至 对 干 这 些 项 也 为 召 时 《对 于 任意 妨 ), 那么 对 于 Xp 
中 的 任意 名 必定 有 学 (35) 一 0， 这 音 味 着 宁 褒 于 此 完全 理想 。 其余 的 情况 
(8 十 六 9 使 得 (4.90) 式 成 为 一 个 得 等 式 ， 但 是 此 时 当 争 在 上 述 基 中 展 
江 时 ; 它 蛤 每 -一 项 中 必然 至 少 包含 一 个 各, 所 以 争 属 于 该 理想 ， 

4.31 (3) 设 部 属于 集合 世上 } 的 完全 理想 。 于 是 因为 对 于 某 一 集合 
信 j} 有 六 = 244 A8， 我 们 就 有 绒 =3C6 A 扩 二 寡人 绝 /)。 第 一 项 在 于 
想 中 ; 第 二 项 也 复 如 此, 岗 为 各, 可 以 表示 为 玉 疡 太太 


9 芝 呈 


人 P) 应 用 (和 .90) 式 内 及 一 个 p>f 的 PP 深 形 式 钼 为 零 的 这 一 事实 , 

4.33 (by 满足 口 二 常 娄 ，T 一 常数 的 任意 曲线 都 有 一 个 笃 化 80 和 
人 (因此 等 化 名 和 癌 的 亡 向 量 ,所 以 在 尖 之 中 . 

Ce》 利用 性 .90) 式 来 决定 落 和 稍 在 理想 中 的 条 忻 ， 这 会 有 大 量 的 
代数 运算 ， 而 该 题 中 给 出 的 提 东 是 会 有 帮助 的 ， 例如 这 会 给 出 和 AA= 
0， 结 果 是 我 们 有 ; i AEWAB= dfAdgAC~ (U6+2ACLBAF) + 
十 育 A 甸 ) 二 gd 蕴 直 下 人 外 二 和 信人)]。 这 个 式 子 在 流 形 上 必须 处 处 为 导 . 
方 插 号 申 的 项 正比 于 dw A dy, 而 与 Ag 元 关 , 因此 它 本 身 必 为 雪 . 因为 
二 让 等 与 和 gg 无关 ， 这 一 项 为 零 当 且 仅 当 三 个 括号 中 的 项 痢 分 别 为 
零 ， 这 就 证 明了 最 初 的 三 个 条 件 。 余 下 的 三 个 条 件 可 由 销 AEA 有 =0 扒 
出 . 

(da》 从 每 一 项 中 分 解 出 因子 iz 他. 

业 , 33 dF = A 二 wa dy A 让 -+ 一 op Ei wry A 
oriy A 二 wir A Hi=0， 辣 样 容易 证 明 (4.97) 式 ， 

4.84 考 丹 点 各 (DPI) OY) ang Yo) X CoP Y imp) = 
wzoeFunoFrwp 由 oze 的 作对 称 性 , 它 为 零 ， 因 为 此 时 诬 规 是 正定 的 , 这 些 
向 量 不 可 能 平行 ,除非 它们 为 零 , 若 二 8 那么 这 只 发 生 在 孤立 点 处 . 
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5.1 合 掉 ds say, 再 对 岂 2 

5.3 (a) WW 一 0-… 人 [GCD)J, 这 是 因为 用 一 0 由 于 相 空间 满足 刻 
加 莱 引 理 (#,19 节 》， 故而 存在 一 个 圾 数 及， 满足 人 (IT 一 GE， 这 就 导 臻 
全 .16) 式 ， 

tb》 永 用 [和 Zp] 一 295,71 证 明 ; 若 D 和 都 是 哈密 顿 向 量 场 , 则 
[可 ， 太 也 是 哈密 顿 向 最 场 ， 这 是 它们 的 过 代数 的 括号 运算 ， 

5.3 疾 的 铬 对 称 性 。 

5.4 这 是 浅显 的 , 应 用 分 量 去 证 明 . 

#5.5 正如 上 而 的 习题 5,2(9) 一 样 ,和 (5) 一 4. 

5.6 (bp) 只 要 用 一 些 代数 运算 即 可 订 得 . 

Ce) 埠 据 全 .39) 式 , {7 {9; 让 } = 于 O00; to 二: 月 } 二 一 的 [ 
hi}= 一 于) {h, {Ff 办}= 莹 tf Ca), 


"4 ， 


三 .了 《by =0, 这 蚌 因 为 病 首 一 和 但 是 p= divyD0 站 
5.8 显然 有 4z, 召 一 0， 而 且 因 为 ;没有 动量 分 量 j/8x'~9, 及 
Of /OD = 一 7 于 所 以 了 一 — UP, 


5.9 应 用 变换 
1 0 0 0 
0 coad ~aln 用 
A = 
C4) 0 sing ecos@ oF 
0 0 0 1 


5.10 《9 四 维 空间 中 的 一 个 三 次 形式 具有 人 二 4 个 独 并 分 量 . 
0) 例如 Fis 一 0 Foyet Frryt Pye — Bea t Bywt Be 这 
就 是 6.520) 式 ， 
5.11 把 有 关 的 短 阵 相 矢 ， 
5.12 例如 FY, 了 十 PY 二 也 二 加 6 十 加 yy 十 尾 ,:， 这 给 出 
{5.52d). 


5.13 (0) CP) GovmeP rt os B®) ~ Pr Be. 
[pp 一 写 1 sy wb) CO— ~ 已 站 


申 个 给 降 可 夫人 5. 53) 式 作 下 列 代 换 妃 -> 吾 ， 古 -> 一 BB 得 到 ， 

Cb) 由 习题 4.23, 这 是 显然 的 . 

5.14 (Ca) 可 以 作 如 下 证 明 . 证 明 第 一 个 方程 给 出 下 :有 4wpmn， 等 
等 。 

《e Idi ON0= dT] = divo) yy. 

5.5”(a》 简 用 分 量 来 证 明 是 容易 的 、 

《p) 注意; 为 了 积分 ,我 们 必须 局 眼 在 尖 中 ,这 是 因为 * 了 是 一 个 三 次 
形式 . 

《e) 把 ”限制 在 多 中 就 是 mazAdyA 和 把 六 限制 在 39 人 和 为 
常数 的 一 个 此 障 ) 中 就 是 "a9 人 .现在 ,* Fo 一 襄 Coomoe D7" 十 wriogT7"") 
二 他 吉 hn 自 刀 ;,， 《回顾 一 下 ,40) 式 和 习题 4.21,) 所 以 用 通常 的 符号 豆 示 ， 


该 积分 就 是 [pa%- Br?sin 099ag 。 


5.16 《ea) 例如 , 考 莫 (5.64) 式 的 信 办 分 车 : Bo 41 一 4.s。 把 这 
一 表达 式 与 通常 的 定义 如 一 少 e 十 4 比较. 因为 Fi 一 一 怠 。 所 以 我 们 能 
得 出 8 一 4o, 和 4 一 一 44， 其 他 等 式 可 从 其 余 的 分 看 得 到 . 

人 b) 表册 十 也 di >A Vf. 

(c) 对 位 于 原点 的 静 站 电荷 g BB 的 所 有 分 量 为 零 ,而 一 gr“?9:， 只 
有 ("人 oo 不 为 堆 . 它 等 于 ysin6( 却 习题 5.15 由 那样 )。 这 给 出 aps 一 cpg 
gsin9。 两 个 可 能 的 解 是 fas 一 一 90086， 一 一 一 由 和 foo 一 一 
gpsin9, or 一 o 一 内 一 从 ， 它 们 莽 一 个 规范 变换 , 而且 两 者 都 使 得 弱 的 所 
有 其 他 分 量 为 零 , 伍 是 两 者 都 不 能 定义 出 一 个 行为 良好 的 一 次 形式 , 第 一 
个 在 8=0 和 98=w 的 极点 处 没有 定义 ,而 第 二 个 是 多 什 的 ， 

5.17 这 是 浅显 的 ， 

5.18 《8 全 并 一 [0, WI = UW WO ~ UW + UW — 
到 ?U1 这 里 对 a 的 求 和 内 遍及 (lw 多 玉 ， 因 为 0:=1 及 厂 。=0, 结果 得 
证 ， 

5.19 这 些 结果 由 出 = 一 376z 一 由 zx 一 BifB2'=0 证 得 . 

5.20 dp= (apyap)dp 十 (By/38)63。， 这 使 得 人 5,77) 式 为 零 ， 这 是 因 
为 IBAdS=0=dpA dp. 

5. 和 1 如 (5.8) 式 那 祥 ;取代 .80) 式 的 对 机 ,是 算 出 分 量 . 

5.22 应 用 (3.79) 式 在 笛 卡 儿 坐 标 下 的 形式 证 明 二. 怠 ) 式 和 
{5.86) 式 , 这 可 适当 地 简化 ， 国 为 它们 是 张 量 方程 , 它们 在 -~ 个 党 未 系 中 
成 立 就 能 保证 它们 企 所 有 坐标 系 中 都 成 立 ， 

5.33 在 50(3) 的 等 距 变换 群 中 , 显然 有 这 样 的 元 素 , 它 把 球面 上 的 
任意 点 移动 到 任意 其 他 点 ; 这 只 要 把 它们 用 一 个 大 贺 连 接 起 来 ， 再 绕 盘 直 
干 该 时 的 一 个 抽 作 转动 印 可 , 因此 8? 是 均匀 的 . 点 了 的 述 向 群 是 使 固 
定 的 所 有 转动 的 集合 。 这 显然 是 50《3) 的 子 群 80(9)， 因 此 部 是 各 向 同 
性 的 ， 

5.24 (a) 因为 VY 在 卫 点 必 为 零 ( 迷 向 群 不 变 了 P 点 ), 它 的 泰勒 展开 
是 5,96) 式 , 这 里 4 为 某 一 矩阵 。 在 我 们 的 坐标 (在 其 中 , 靠近 已 点 丁 ， 
上 标 和 下 标 之 间 是 没有 区 别 的 ) 中 ,二 0， 此 时 从 全 ,89) 式 能 得 同 本 十 
一 0, 这 就 是 (5.97) 式 ， 

Cb) 经 过 简单 的 代数 运算 就 可 得 到 (5.98) 蕊 。 


《c 这 个 可 向 群 具 有 与 8000)-- 样 的 李 代 数 ， 匡 此 这 些 灼 至 少 在 单 
应 元 的 某 一 邻 域 中 是 全 则 的 。 但 是 点 本 身 的 一 个 小 邻 域 可 以 被 二 1 元 
帅 到 B™ 的 原点 的 一 个 邻 域 上 去 ; 瑟 根 据 上 述 的 (2), 这 些 开 林 向 量 场 彼 性 
记 可 相互 县 射 《精确 到 Or， 所 以 它们 的 迷 向 变换 可 以 构成 1-4 对 庶 ， 
所 以 这 些 群 是 全 同 的 ， 

《9) 如 果 gi 椒 是 正定 的 , 那 之 在 我 们 的 坐标 中 , 上升 和 下 降 指 标 会 包 
售 着 符号 的 改变 ， 于 是 (5.97) 式 严 格 地 应 是 4&5= 一 Ay 但 省 六 4 因 
此 该 迷 向 群 的 李 代 数 不 包 含 斜 对 称 和 矩阵 ， 

5.25 (2) gb 一 常数 ,4 一 常数 的 井 线 在 几何 上 定义 为 站 的 一 条 稀 分 同 
线 ， 如 果 球 而 之 间 的 径 向 距离 在 不 同方 向 上 不 辣 的 话 , 读 流 形 就 不 会 是 各 
向 同性 的 了 。 所 以 ger 与 98 和 性 无 关 ， . 

《jy 在 了 点 附近 , 我 们 可 以 构造 习题 2.14 中 的 那 种 治标， 并 通过 标 
锥 的 平 直 空间 变换 , 变换 到 球 极 坐 标 中 去 ， 这些 新 坐标 与 (5.100) 式 中 的 
那些 浴 标 是 一 致 的 ( 当 x->0)， 因 为 珠 硬 的 面积 固定 了 +， 因此 全 .10 台式 
是 一 定 有 的 , 

5.26 通过 一 些 代数 运算 可 证 得 . 

有. 六 这些 开 林 向 党 对 应 于 m= 常数 ， 窒 易 看 到 这 些 向 景 的 范 数 当 
-30 肘 起 向 于 零 , 因此 它 属 于 该 迷 向 群 的 代数 ， 这 向 群 SOC3) 是 三 维 的 ， 
因此 由 三 个 常数 bm 生成 的 所 有 和 凋 量 的 集合 也 是 三 维 的 , 因此 这 些 向 量 就 
是 对 应 于 整个 迷 向 群 的 开 林 向 量 。 

5.29 转变 到 笛 卡 儿 坐 标 中 去 ， 或 计算 三 和 0 的 一 个 向 晤 
的 范 数 。 

5.29 显然 1=1358 是 EB 3 一 oos 币 Sinb 的 Ar + rleospeosd 
B/B0 一 rsihn 由 eos03/29 是 由 三 一 Fa 一 (dw/3V3, ti 一 0 年 成 的 向 是 。 

5.30 概括 二 118 式 中 ,一 些 拭 阵 的 第 二 个 和 和 第 三 个 对 角 分 量 ， 我 
们 分 别 有 ? 一 sin xy/v 侣 和 ?=sinhx/wT 豆 |。 我 们 只 需要 验证 第 一 个 对 
角 分 晤 , 例如 , 在 五 >0 的 情况 下 ,gxx 一 9yrt87/8x03 二 红 一 定 y 008? yj 下 
一 ]/ 二 ,这 正 是 所 需 槛 的 . 

和 .3 w= reg 和 一 站 全 0XBn 和 Si 四，y 一 站 昌 辣 网 品 口 丰 co8S 囊 ， 有 一 
"ainxeos9，。 于 是 ， 例 如 有 gpo= (Buoyag)2T (Gx/20)?+ (Gy/60)3+ (65 
60): 一 2sin? x， 因 此 命 + 一 下 就 完全 一 致 了 。 


浊 放 所 了 


5.89 (ay 这 里 的 关键 是 ， 对 于 五 <0, 击 积 /4m ( 径 向 距离 )? 一 Sinh? 
xX/>1， 存 Br" 的 一 个 子 流 形 中 考察 一 个 球 西 . 因为 B" 的 度 规 是 正定 的 ， 
所 以 从 球面 的 中 心 沿 深 一 条 曲线 {在 B" 的 任 写 子 流 形 中 ) 到 球面 的 距离 总 
是 大 于 球 简 六 “真正 ” 尘 答 的 。 因此 对 于 Br* 的 任意 球 对 称 子 流 形 , 面 科 / 
4z( 径 向 更 离 3 反 二 所 以 我 们 不 能 把 开 字 宙 在 保持 其 麻 规 的 前 提 下 “嵌入 ” 
任何 一 个 欧 几 里 得 空间 . 甚至 当 开 宇宙 有 一 个 正定 的 度 规 时 ,也 是 这 样 

《by 在 赔 可 夫 斯 基 空 间 中 考察 一 个 双 有 曲面 一 六 十 售 十 六 二 坟 二 及 志 
0)， 志 % 一 rain9x eos 由 , y 二 + 和 5n 四 # 二 ro090 定义 遂 常 的 球面 举 标 ， 
二 是 该 子 流 形 是 f= (9? 一 二 -T1144 度 规 张 重 具有 分 晤 go> 一 (Bt/97) ?十 
(Br/97) 二 (WA Og/67 3 一 (1 一 区 ry 类似 地 gog 天 和 ggg 一 
拉 sin?8、 因 于 这 一 驱 曲 责 与 开 字 定 是 等 距 的 - 
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6.1 直接 应 用 张 景 的 定义 。 

6.3 应 用 如 :一 Asn 从 (6, 日 式 出 发 进行 代数 运算 

6.3 这 是 浅显 的 . 

6.4 在 图 6,1 趾 , 基 商 量 名 在 6 方向 的 平行 移动 下 不 变 : Vi 86=0, 因 
下 从 始 .的 式 ， 我 们 有 了 8 一 To=0， 在 图 8.3 中, 想象 在 也 点 该 向 量 是 
名 ， 于 是 当 它 沿 日 方向 平行 移动 时 , 它 的 方向 不 变 , 但 其 夫 小 要 改变 , 这 时 
内 为 在 两 极点 处 纪 >0， 但 是 被 平移 的 向 量 都 不 然 、， 事 实 上 , [6,1 一 gin 
因此 我 们 有 结论 :2400+56) 一 (的 36) [5 (ein 入 fain 外 ,或 VBy 一 
cotOesr 或 Tg 一 cot8, To=0。 在 名 方向 相应 的 导数 是 较 难 计算 的 ， 因 
为 6~ 常 数 的 曲线 不 是 大 团 。 考 虚 在 = 人 8= 旭 外 的 一 点 卫 ， 在 图 4 .1 

HQ) 

FR) 


a 卫 号 记 - 


中 ,我 们 已 画 出 了 卫 的 一 个 邻 域 ,每 有 人 站 在 那 轩 看 到 的 者 样 。 过 了 的 此 
线 9= 印 局 部 地 不 是 一 条 直线 ， 而 是 切 于 卫 点 的 一 个 大 测 ( 它 置 上 去 是 直 
的 )， 考 察 在 贺 5= 铅 上, 位 于 一 66L 娄 的 点 和 @， 为 了 计算 (例如 说 )P 
点 处 的 Vis 我 们 乱 要 精确 到 8 一 阶 的 基 pf( 的 一 如 全 )。 我 们 的 坐标 
不 是 笛 卡 儿 坐 标 ， 困 此 我 们 不 能 把 位 于 不 同 点 的 向 量 的 分 量 简单 地 帐 减 . 
谭 是 应 该 如 下 进行 ， 我 们 把 呈 (2 洛 着 此 大 圆 平行 移动 ( 节 使 te(P) 保 持 
与 此 大 回 相 切 ， 并 保持 同样 长 变 ) 来 构造 一 个 向 莉 场 下 ， 具有 华 标 $9 一 部 
葛 点 王 非 常 搂 近 入 它们 的 工 离 是 0C39)， 所 以 , 精确 到 一 阶 ,我 们 可 以 
用 字 ( 加 作为 参考 , 而且 近 局 地 有 本 (@) 一 56 (PY va) 一 CRY， 对 于 上 后 
者 我 们 能 简单 地 用 分 量 相 减 的 方法 来 计算 ， 现 在 , 在 我 们 光华 标 中 , 54 的 
分 量 外 处 都 是 (0, 了 因此 我 们 必须 构造 忌 ， 这 个 大 贺 是 球面 到 十 护士 中 
一 1 与 平面 z=#tanft 的 交 线 , 在 球面 坐标 中 ， 这 个 大 国 的 方程 为 sin 9 
Bot 一 ezBosin2 内 -3 把 玫 作 为 它 的 一 个 参数 ， 就 给 出 它 的 切 向 
量 Cd6ydp, DD) = (gin focosbosing/ (lL— oo min?p)y， DD). 在 四 =0D(P 点 ) 
处 , 这 是 BpCP); 而 在 多 = 部 CB 点) 处 , 精确 到 一 阶 , 它 是 (8in Bo eos 66.64$， 
， 闪 样 精 确 到 一 阶 时 ， 这 与 加 CP) 的 长 度 相等 ， 几 此 这 事实 上 就 是 了 
(BR)。， 所 以 我 们 得 到 Vogep= linogyol@p(@ 一 了 (CR))/3p 一 (一 sin% 
casBo, 人 由 此 得 出 T%%== 一 sin Beco0s 8B, T=0， 对 V84 作 类 似 的 计 
算 , 将 给 出 Ts 二 cot 了 和 ,二 上 0， 

.5 ari Gy) = 好， 因 下 Wn ex) 二 一 {i VB = 一 了 总 所 pl 
Var 是 一 个 一 次 形式 ， 它 的 第 大 本 分 里 是 一 了 4， 这 正如 C6,8) 工 所 表明 
的 ， 

6.6 应 用 习题 6.5 忆 及 推出 (6.10) 式 的 那些 步骤， 

6.7 如 上 题 一 样 . 

6.8 在 竺 标 基 中 有 [so = 由 

6.9 说 要 证明 它 对 其 自 变 量 是 线性 的 , 人 酌 知 TT{ ;75, 人 一 
vpCFOD LU, 让 一 站 V57 — VD tH, PI- DYp(fy+DYy(f). tf 
含 了 导数 的 两 项 对 消 了 ,因此 下 对 此 自 变量 确实 是 线性 的 ， 

6.19 用 类 似 于 如题 6.9 的 证 明 。 

6. 持 我们 只 需要 在 称 是 ( 此 时 作 ” 和 5 ”的 作用 是 -- 祥 的 ) 和 向 量 (这 
是 《6.13) 式 的 内 容 ) 的 情况 下 去 证 明 这 一 点 ， 因 为 这 两 个 求 导 法 则 都 是 通 


人 一 一 


过 (6.39) 式 推广 到 较 高 阶 张 量 上 去 的 , 因此 这 一 结果 对 所 有 米 趾 都 成 立 。 

8.]2 原 然 . 

6,13 进行 一 些 代 数 运算 便 能 证 明 ， 

6.1 生 《a) 在 符 标 基 中 ,， [en ej 一 0 ViVR=YV TT + 
TV 对 了 和 了 饼 对 称 化 ， 且 将 某 些 指 标 重 新 编 屋 
即 能 给 出 所 求 结果 ， 

《b)】 至 然 。 

{0) 由 C6.19) 式 ，(6,39a} 式 是 显然 的 。 但 外 .33b}) 式 必 妥 加 册 证 诅 ， 
站 三 点 的 正规 坐标 下 ， 了 一 市 因此 Bi 让) — Tiss- Ths, 于 是 因 
为 一 了 hr 所 以 3an= Ti — Th tt Tiss — i tn— Tyr—0, 

Ka) 这 生 个 指标 意味 着 我 们 开始 时 有 如 个 分 量 ，(6.235) 式 是 
喜 %w+ 力 个 独 六 的 关系 , 这 是 因为 ? 和 万 是 任意 的 , 是 有 于 se+D 个 


对 称 夺 (87)，( 这 与 一 个 对 芍 的 #4X% 是 阵 所 具有 的 独立 矩阵 元 的 个 数 一 
样 ,》 约 束 方 程 (6.23b) 完 全 与 (6.234) 式 无 关 , 因为 它 只 渤 及 到 Rc， 在 
这 个 方程 中 ,有 n(n 一 (wm 一 分 /入 个 不 同 的 所 对 称 三 重组 QW7), 而 ?1 可 性 
意 选 取 , 这 就 有 全 .34) 式 中 的 第 三 项 ， 

6,15 在 点 的 正规 坐标 下 ， Rlygm™ Beg m= Thm Th gm. 其 中 第 
一 项 对 于 4 的 是 对 称 的 ,第 二 项 对 于 (jo 是 对 称 的 , 因此 和 两 者 在 性. 外) 式 
中 都 为 零 . 由 个.] 甸 式 再 得 所 求 的 牙 可 比 结构 。 

6.18 (ajerm=oos te tsinde, som ~—riinde dros d,s Ve = — 
ginpestoose=r nics7=7"1 了 "foe0， 其 他 的 可 以 同样 推出 . 

CY VP. Foamrp? VOT Vy, Vrms, 十 rr， 
VeVitr i tr mr Fe 

6.17 ta) CYpOYes= tpt。 于是， 
当 有 要 当 下 名 =0, 莽 么 对 于 所 有 的 下 ,有 Ti 一 divab, 

《Pa 

6.18 a) Trp[gl{A, BH=(Vr BI) (A, B+g| (VrA, BY+EgI CA, 
VrBy 一 《Vpg|) 《有 4, BB)， 当 和 且 仅 当 Wg|=:0, 上 式 才 对 所 有 的 扎 ，B, 下 都 
为 县。 . | 
(by (6.29) 式 意味 着 44 一 了 agi 十 了 Ting4u4， 把 者 个 9 按 (6.30) 式 右 


* 00 ， 


访 的 那样 加 起 来 , 即 能 得 到 所 求 结果 ， 

6.19 我 们 需要 证 明 人 6.30) 式 意味 着 了 j= (nlg]" 人 Yj， 一 旦 我 们 
证 明了 9,4 一 9x( 这 对 于 任意 返 阵 的 行列 式 都 是 成 亲 的 ), 这 就 容易 了 . 
我 们 从 g=2 让 ggm 一 94Ce9 gag…gnp) 开 始 。 由 此 我 们 看 到 ， 若 我 们 
定义 gagrdgeroga gp 划 我 们 有 1ga， 而 且 , 由 8 的 斜 对 称 性 , 有 
ga 抵 一 0. 所 以, 对 于 gu 的 递 短 阵 , 我 们 有 下 列 明晰 的 表达 式 : 9 一 (Cn 一 
D9 te nei rgmegrm, 现在 , 我们 应 用 习题 4.12(b), 肥 gg 一 8 "ma" 
9 nmr/ 推出 ga 一 ee 余下 的 证 
上 明 是 容 上 县 的 . 

6,20 证 (3.37) 式 中 ,用 符号 写 " 沐 代替 社 瑟 ”再 应 用 Vg 一 0. 

6,31 进行 一 些 代数 运算 全 能 证 明 . 

6.22 tp) 我 们 不 能 简单 地 在 .3 抽 式 中 减 去 一 个 表示 届 .339 式 由 
约束 条 件 的 新 的 数 ， 关 汶 这 些 新 的 约束 条 件 与 以 前 的 一 些 条 件 可 能 不 是 
全 部 独立 的 ， 我 们 用 下 列 方法 : 我 们 重新 开始 , 并 集中 到 指标 对 上 去 . 根 
据 (6.238) 式 , 有 诗 %(% 一 力 个 六 并 对 ， 因 此 《6.33) 式 意味 苛 有 是 一 个 
到 wm 一 芒 维 空间 中 的 对 称 拭 隆 , 即 它 有 站 [n(n 一 1)/2]x [nn 一 了 D/2+ 
打 一 3 人 一 二 02 一 % 寺田 AS 个 狸 立 分 量 ， 现 许 , 《6,331D)7 式 入 示 的 独立 约 
束 比 忆 前 少 ， 如 果 答 定子 所 有 的 三 重组 Ci 站 ( 总 甘 有 #9 一 了) (nn 一 2)/31 
个 可 能 组 ), 那么 是 否 每 一 个 小 的 取 值 都 能 给 出 一 个 独立 的 约束 条 御 ? 不 
会 ， 因为 (6.39) 式 和 .33) 式 合 防 们 能 推 得 3Bicwn 二 Brewwy 二 Biyat 十 Riiys 
= Ran 十 Biwig 二 Ber 一 3Rxrgg。 这 意味 着 仅 对 每 一 个 由 和 个 (全 不 相同 
的 ) 指 标 确定 的 一 个 集合 ， 我 们 才 有 新 的 信息 : 一 共有 %t% 一 (一 2) 
久 一 吕 /41 个 约束 条件 ,而 最 后 的 结果 下 如 习题 中 所 给 出 的 ， 

6.23 《ay 从 (18.33) 式 和 (6.23t 式 推 香 ， 

65.34 测 地 线 由 (6.16a) 式 定义 .由 此 容易 看 四 V5 gi.V 区 一 入 因 
此 车 革 [(B， 太夫 0， 则 路 径 中 的 小 变 差 不 会 改变 g| (dz/dX, dz/d 从 的 符 
号 。 我 们 先 业 证 明 类 空 测 邢 线 的 结 吏 ， 报 据 变 信 运 算 ， 当 路 径 变 差 海 
B82 和) 时 ,8 [gw 六 流 ?3 精确 到 一 阶 是 ~ 二 | Sn) (一 24 gu)/aX 
.i = jr OD 
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〈 其 中 符号 ”…” 素 示 dd 这 意味 荐 测 地 线 对 应 极 值 ， 对 类 时 测 地 线 的 证 
明 几 平 是 完全 一 样 的 ， 零 测 地 线 的 祖 况 可 作 如 下 处 理 ， 把 该 积分 分 段 进 
行 ,在 每 一 疏 中 , 变 分 是 类 了 时 的 , 或 类 空 的 , 或 罕 的 . 

R25 fa) Dy=Vab—idib. Dler a Vp) itd,+ Yup 
evita =e Da 

(by DD VV pid Vb iV A id Vb Ad,y. 由 于 
Ve VV, 我 们 有 [Dy Dy 二 一 (dA)y, 
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De Rham 
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Hamilton 
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Helmholts 
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阿 贝尔 
内 莲 
比 安 基 
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克里斯托弗 尔 
哥 白 尼 
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爱 四 斯 坦 
厄 特 尔 
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傅 里 叶 
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爷 利 咯 
高 斯 

高 登 

格拉 斯 曼 
哈密 顿 

豪 斯 道夫 
卖 姆 堆 兹 
厄 密 
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Jacobi 
Kepler 
Killing 
Klein 
Kronecker 
Tagrange 
Leibniz 
Levi-Civita 
Lie 
Liouville 
Lorentz 
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Mibins 
Newton. 
Poincaré 
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Rieci 
Riemann 
Borkin 
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Taylor 
Wey. 
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开 普 勒 
开 袜 、 
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近 诸 朗 习 
莱 布 尼 读 
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李 

刘 维 尔 
洛 伦 兹 

麦克 斯 书 
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adjoint transformation 伴随 变 接 132 
affine connection ”人 和 仿 射 联络 94, 259~377, 272, 275 
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Inetric 度 规 ~ 270 
not a tensor fleld ~ 处 是 一 个 虑 电场 ”256€ 
4mmetrio 对 称 的 一 359, 270 
torsion~ 的 挠 论 259 
& 人 Ene parameter 仿 射 条 数 “3681 272 
analydo function 解析 函数 ”11 
analyiic manifold 解析 流 形 中 
anagular momenantumn opberators ” 骨 动 量 算 子 ]06 
aa Kiliine vector flelds 六 作为 开 林 商量 场 111 
anmihilator 零 化 子 194 | 
annulling a form 零 全 一 个 形式 151, i192, 209 
antiderivation 反 微 分 170 
antisymmetrie tensor 斜 对 称 张 量 ”二 3，144 
area: _ 厅 积 ”141 
tensor 一 张 景 143 
atlas 图 集 纪 
automorphism 自 司 构 ” 182 
axial eigenvalue 但 本 征 慎 41413 
axial harmonics:” 轴 谐 函 数 
scalar 标量 ~ 119 
Vector | 向量 ~ 1183 
axial symmetry 轴 对 称 ”103, 111 
and grcnp theory ~ 和 和 群 沦 。 11 二 
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axial veotor 办 疝 工 159 


basig 基 天 
Cartesian 和 销 卡 儿 ~ 织 
communtation 508 坟 cients 一 的 换 位 系 狐 364 
coordinate 举 标 ~ 41, 56, 68 
dual 对 全 ~ 全 
for ons-forms 一 这 形式 的 一 全 
才 lDbally orthonormal 整体 上 正 交 归 一 55 
handednesg 一 的 手 征 性 ”123, 144, 151, 167 
Lorentz 洛 伦 兹 ~ 883 
noncoordinate 非 华 标 ~ 52, 53，264 
orthonormal 正 交 归 一 ~ 82, 84, 167, 230 
basig traneformation 基 的 变换 ?5 
matriz of ~ 矩 隆 75 
basis-invariance 与 基 无 关 性 和 
Betti number 半 带 数 Ji 
Pianchi identities 比 安 殷 措 等 式 365 
bijection 双 射 ?了 
bonnyary of a region 过 域 的 边界 181 


canonieal energy 年 则 能 量 217 
canonieal momentim IE 刚 动 绥 218, 377 
canonical transftormation 正则 变换 312 
Qaratheodory’s theorem 其 在 苇 迎 里 定理 08 
chart 图 30 | | 
hristofftal symbois 克里斯托弗 尔 特 号 2356，2373 
of two-sphere 二 维 球 画 的 ~ 257 
transtormation law ~ 的 变 撞 法 基 ”257 
elosed form 闭 形 式 174 . 
locally exact 局 部 答 当 的 ~ 174, 176 
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on a ephere 球面 工 的 ~ 188 
eu 前 cient econdition for exactnesg 心 是 悦 当 形式 的 充分 条 件 179 
elosed ideal 闭 理 想 205 
ciosed set of forms 形式 的 封 闲 集 全 198 
ecofactor 余 因 子 红 
cohomology 上 同调 176, 179, 188 
and simply connectedness ”~ 和 单 连通 191 
claspes of -sphere nn 维 球 和 面 的 ~~ 燃 490 
commutator 换 术 子 总 
of covariant derivatives 协 空 导数 的 ~263 
of overators 算 子 的 ~ 12 
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of connection snd differential ttructure 联络 与 微分 结 槐 
的 ~ 255 . 
of connection and metric 联结 与 度 规 的 ~ 368, 369 
cf commecticn amd volume form 联络 与 体积 形式 的 2368, 269 
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composition of two mmape 两 个 映射 的 复合 了 
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songruenoce 线 汇 上，91，189 
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tonnection one-form 联络 一 次 形式 人 75 
Conaseryatioa law 和 守恒 定律 ”i4ii, 187, 199, 205, 315, 217, 228 
tongervatiye 保守 的 212 
conserved quantities and Killing vector fields 半 记 其 与 开 林 向 量 
场 215 
eontinuily.， 连续 
jonction ~ 防 数 7~9 
grToup ~ 样 14 
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map ~ 映射 8 

one-form ~ 一 次 形 记 的 

#pace ~ 空间 1,2 
continnuum mechanies 介质 力学 71 
contraction 缩 并 60, 68, 73 

aE vector ih ?or 向量 与 形式 的 一 19 
coordinate trangformation 坐标 变换 38，77 
Gootdioateas 誉 标 2 

eurvilinear 井 线 一 芳 

norma] 正规 ~ 中 了 + 
Copernican principle 治 白 尼 原 理 .237 
cosmological principle ”宇宙 学 原理 237 
cosmology 宇宙 论 。202, 234~249 

big pang 大 焊 省 ~ 349 

closed 闭 的 一 2348 

expanding 胖 胀 的 ~ 2483 

fat 平家 的 ~ 248 

homogeneong 均匀 的 ~ 234, 237 

isotropie 各 疝 同 性 的 ~ 334, 237 

open 开 的 ~ 248 

standard model ~ 的 标准 模型 ”249 
cotangent hundle 作 切 从 64, 318, 220 
covariant derivative 协 变 导 数 2330, 254 

commatator of 恤 的 挽 位 子 263 

exponentiation of ~ 的 指数 ”25 

Jaoobi jdentity for 一 的 雅 可 比 恒 等 式 265 

Leibnig rule for ~ 的 菜市 尼 兹 法 则 2355 

of 4 scalar Bel 标量 场 和 的 ~ 255 

of a tensor Helt 缚 量 场 的 ~ 357 

of vector feld 向量 汤 的 ~ 站 和 
erogs-produst 有 叉 灰 158, 159 
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triple 三 重 ~ I65 ~ 
Cross-Beclion 。 截 [ 且 ”9， 446， 时，2375 
curl 旋 度 i173, 220 
ctirvature 曲率 85, 368 
urve 曲线 36, 198 
congruence 线 汇 55，8，189 
Parameler ~ 的 参数 3 绍 
spacelike/timelike/null 类 空 , 类 时 ,类 至 时 
tangent veetor ~~ 的 切 向 量 383 
density， 密度 
soalar 标量 ~ 163 
tenscer 避 量 ~ 163, 163 
weight 权 163 : 
dj 在 eomorphism 微分 同 肚 ”36, 抽 ,， 415, 2368 
differentiability class， 可 微 类 
0 呈 a fnnotion 和 函数 的 ~ 9 
of & one-form 一 次 形式 的 ~ 63, 64, 68 
B 证 erential form 微分 形式 35, 147 
annihilator of 忆 的 截 化 子 194 
annulling 零 化 ~ 150, 192, 309 
closed 闲 ~ 174, 176, 179 
closed ideal 一 的 闭 理 想 205 . 
Closed set 人 必 的 封闭 集合 ， 198 
commutation rale 一 的 交换 靶 则 19 
eomBplete idsal ~ 的 完全 理想 194 
differential ideal 一 的 微分 至 起 19t 
degree of ~, 的 次 数 147 
surtace-forming 形成 胆 面 的 ~ 1 赋 
exact 和 怡 当 ~ 174, 176, 179, 205, 213 
fald 场 ~ 151 
independent components of 心 的 独立 分 电 ”146 


integsrahble -可 积 的 ~ 308 
Lie derivative of ~ 的 李 导 数 ”179 
Fasiriction of 的 限制 区 0，192， 235 
sectioning 对 心 的 模 截 ”151 
Jirac bra and Eet 狄 拉克 习 如 和 羽 括 代 
Dirac delta fuanction 狐 拉 克 人 函 教 ”6 
Qirect prodact 直 条 93 
directional derivation 方向 导数 40， 入 
digcrete set ”离散 集 3 
distance fnnetion 下 离 国 数 3 3~5 
distance on a 10anifold 流 形 上 的 距离 5， 人 
distripution 《of vector flelds) 《向 量 场 的 ?分 和 108 
tlistritmtiou〔over ftnetions) 【所 数 上 的 ?分 布 虹 
divergence 敷 度 “站 和 220, 346 
in spherical coordinates 球 坐 标 中 的 ~ 187 
of & PY60tor Bp 次 向 基 的 ~ 188 
of a voctor field 向量 场 的 ~ 185 
Qivergence theorem 获 度 定理 ”134 
domain of an operaior ” 算 子 的 定义 域 2 
dual 对 慢 233, 246 
double 型 ~ 1 人 1,， 168 
metrie 度 规 ~~ 16], 16 
of a pform 加 次 形式 的 ~ 157, 158 . 
of a wp-Yector DD 次 向 量 的 ~ 157, 158 
duality of veotors and one-forme 向 量 和 一 次 形式 的 对 惕 的 


eigenvyalue 本 征 值 23, 81, 120, 123 
eigenvector ”本 征 向 量 3 | 
Einstein gummation convention 爱国 斯 坦 求 和 规定 个 , 76 
8lectromagnetism 电磁 理论 220 一 228 
ag a gauge theory ”一 作为 规范 理论 ”273 一 中 7 
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charge 也 和 荷 224 
charge and iopology 电 葵 与 拓 盾 224~226 
eurrent four-veotor ”了 妇 维 向 量 流 222, 293, 224 
Faraday tensor 法拉第 张 最 221, 276 
gauge transformation 规范 变 控 ” ”226,274, 276 
magnetic monopoles ” 磁 单 航 ， 224, 226 
one-form potential 一 次 形式 势 ”226, 273, 276 
plane waves 平面 波 397 
Dolarizaton 和 极 从 ”223 
Tector Potential 大势 326 
entropy 精 205, 208, 310, 228, 330 
eqnation of eontinuity 连续 人 性 方程 ”187 
equation of state 状态 方程 ”205 
quivalance clasg 等 价 类 J88 
equivalsance relation 等 价 兴 系 189 
了 rtelis theorem 厄 特 尔 定 娃 232 
Buelidean epace 殉 几 里 得 空间 18, 80, 98, 152, 202, 220, 228, 
246, 248, 267，272 | | 
Enelidean vector algebra 岁 几 里 得 向 其 代 数 34, 458, 165, 167 
Euclidean veetor caloulug ”网 几 里 得 向 量 运 算 ”86, 172, 173, 178, 
187, 228 
8xa0t form 恰当 形式 ”174, 205, 213 
on a sphere 球面 上 的 ~ 188 
expansion 腹胀 ”238 
exponential map 指数 映射 ”309 263, 368 
expoxzentiation ”指数 
of an operator 算 子 的 ~ 纪 
of covariant derivative 协 变 导 琢 的 ~ 265 
exterior deriyative 过 微分 169 | | 
commutes with Lie derivative ~ 与 李 导 数 的 可 换 性 ”1 红 
Leibniz rule or 心 的 菜 布 尼 辫 法 贴 169 
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Faraday tensor 法 控 第 张 是 331，276 
ther bundle 好 维 从 ”4 一 牛 , 64, 230，275 
bass manifold 底 演 形 笠 
cross-setiion 截面 圭 , 46, 64, 275 
fber 纤维 ,48 
lobal properties 整体 性 45 
globally trivial 整体 平凡 的 ” 折 
locally trivial 局 部 平凡 的 46, 48 
Principal 主 从 名 
projection 投影 所， 弗 
structure group 结构 群 48 
fixed-point theorem 国定 点 定理 46, 190, 245 
fat manifold 和 平 肖 的 流 形 2316, 267 
fn 刘 ， 流体 
multieomponent 多 成 分 206 
Perfect 理想 一 228 
sinele-comporment 单一 成 分 205 
fHuid aynamies 流体 动力 学 187 
foliation” 守 凑 结构 ”1401, 184，235 
leaf of 一 的 叶片 ”101 
frame pundle 标 架 从 50 
Frobeniuns”theorem 弗 罗 比 纳 斯 定理 1400, 101, 193~195, 305, 
208，209 
funetiom 少数 5, 37 
analyyie 解析 一 11 
as au tensor 习作 为 张 量 70, 9 
continuoug 连续 中 9 
diierentiable 可 徽 87 
tunetion 8pacc 区 数 空间 全 
fundamontal theorem of caleulua 微 积分 由 的 基本 定理 169 
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Galilean spacefime 柳 利 咯 时 空 “3238，330，273 
gange 规范 一 
cnrvature two-form: 曲率 二 隐形 式 2176 
thaoriss 理论 273 
transformativon 小 变换 ”236, 374, 375 
gauge-covariant derivative 规范 协 变 读数 ”25 
dauss’ thaorem 高 斯 定 球 :485, 186 
geodesic curve 测 地 线 ”260 
aiine parameter 吗 心 的 仿 射 参 数 361，27 当 
extremal length of 心 的 极 值 长 度 272 
geodesic deviation 测 地 线 偏 闭 367 
geodesit equation 测 地 线 方 程 2360 
geodesically complete manifold 调 地 完备 的 沪 形 363 
geometrical objott 儿 何 实体 7T6 
GL 0 级 复 空间 中 的 一 般 线 性 群 。 i134 
LC%, 及 ) 5 锥 实 室 间 中 的 一 般 线 性 群 49, 148 
anting on R* 一 允 豆 "的 作用 123 
Lie algebra of 一 的 李 伐 数 i231 
eradient 梯度 63 
not naturally a vector ~ 并 不 自然 就 是 向 量 ”6 辆 
of a vestor field 向 量 场 的 ~ 256 
vector 向 景 场 66, 86, 83, 311 
Grassmann atvebra 格拉 斯 最 代数 138, 43457 
gronp 群 13~15 
absiraet 抽象 一 131 
homomorphism 同 坊 
jsomorphism 同 构 
isotropy 于 仙人 237, 240, 244, 243, 246 
Tie 谷 看 [ic group 条 
Lorents 洛 耸 均一 53, ?| 
permutation 畦 换 ~ .3 
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Tealizatioa 实现 131~133 
representation 表示 1131 一 133 
rotation 转动 ~ 35, 123, 1233 
translation 用 移 一 14 


Hamiltonian， 哈密 顿 (本 数 ) 
equationg ~ 方程 I 
function 一 国 数 213, 215, 217, 319 
vector field ~ 向 量 场 ”211, 313, 315 
handedness 党 看 basis 条 
harmonic oscillator 谐振 子 “193，2300 
全 ausdor 站 property 豪 斯 道 大 性 质 3 
Telmholts oireulation theorem 去 姆 起 磁 环 流 定理 232 
Hermitian eonjugate 朱 密 共 辑 124 
Hilbert space 项 尔 伯 特 空间 6 134 
homeomorphism 同上 胚 物 
homogensous 均匀 的 ( 齐 次 的 ) 234 235, 340 
homoemorphism 同 朵 137,， 420 
hypersurface 超 曲面 ， 秦 看 stbimanifold 条 99, 210, 224, 2255 
229, 235 


jdeal， 油 想 

closed 闭 ~ 205 

complete 完全 一 “19+ 

diferential 微分 一 194 
identity transformation 加 等 变换 21 
image 稍 6 
index aotation ”指标 的 符号 法 “6 后 ,9 
indax xaising and lowering 指标 的 升 和 中 ”34 
indicos， 指标 

antieymmetrised 斜 对 称 的 ~ 144 
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placement of 一 的 习 置 ”8976 
iafhmnitely Qiferertiable 汇 限 可 微 的 汇 
inner automorphism 内 白 同 宰 ”133 
inner produot 内 积 起 61i, 88 
integrability conditions ”可 积 亲 人 忻 ”1474, i97 
integraiion 积分 169 
and orientation ~ 与 窄 向 155 
change of variablce 上 替 标 变 挽 10 
offorme 形式 的 ~ 153 
of functions 区 歼 的 ~ ”14152 
invarianee of a tentsur field 张 量 场 的 未 变性 107,( 参 垦 
Killing vector field 条} 
inverse function theorem 上 反 节 数 定 理 140, 42, 58 
inverse image 谤 象 6 
inverse map 道 腔 射 
inyergioa 反 沉 1238 
isometry 等 距 变 换 32336, 338 
isospin 同位 旋 起 
isotropie 各 人 向 同性 的 2234，2237 


Jacopi identity 外 可 比 恒等式 
or covariant derivatiyes 协 变 导 数 的 ~ 265 
for Jie derivatives 村 导 数 的 ~ 吗 
for Vector tiplag 向 蜡 场 的 ~ 摊 
or Poisson hrackets 泊 检 括号 和 的 ~ ”2:4 
Jaeobian 有 雅 可 比 ”20, 154, 163, 167 
Jacobian matrix 牙 可 比 矩 降 “10, 和, 77 


Riling vector eld 刊 林 同 量 场 109,134,215,235,240,， 3243,，270 
nonexistence for a general metrie 对 于 一 般 的 嵌 规 不 存在 ~ 内 谨 

Billipg’s equation 开 林 方程 270 

Klein-dordon cguationp ” 克 莱 央 -高 登 访 程 ” 红 3,373 
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Krovecker delia 这 田 尼 克 尔 六 如 
Lagrangian fnnction 控 格 衣 日 函数 10, 318 
left"invariant vector feld 奕 不 挛 向 量 场 ”115~118 
Leibnis rale。 淆 布 尼 兹 法则 
tor covariant derirative 协 挛 导 烤 的 一 255 
for exterior derivative 外 微分 的 ~ 169 
for Lie derivative 率 导 数 的 ~ 97, 98 
Levi_Oivita eymbol 列 维 - 齐 纤 他 符号 ”161 
and daterminanis ~ 和 行列 式 166 
amd gdelta symbol ~ 和 wp 次 8 符号 164 
products of 六 的 乘积 164 
Lie algepra 李 代 数 56, 114, 115, 113, 131, 135, 和 5，21 生 
让 belian 人 阿 竣 尔 ~ i116 
dimension of 一 的 维 数 ”109, 130 
(invariant vector Heldas 站 变 向 量 世 的 一 108 
of jsometry group 等 距 群 的 ~ 338 
of SOf33 SO 的 128 
of SUCn) SU 的 ~ i25 
structure constants 攀 净 常数 ”115 
subalgehra 子 代 数 i1 疆 
Lis bracket 李 括 号 53，93，197 
closare of & set of 党 侣 的 封闭 性 1198 
Picture 喇 ”一 的 图 形 时 
Lie derTivative 李 导 数 82, 217, 228, 231 
as a partial derivatiye 心 搓 为 偏 导数 ”97 
oommutes with exterior derivative 心 与 外 微分 的 可 搞 性 1481 
components op 一 的 分 景 99 
of a 可 谨 erential form 微分 形式 的 一 179 
0f a one-form -~ 次 形式 的 w 97 
of a scalar 标量 的 ~ 号 
of a tengor 张 最 的 ~ 驱 
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of 4 Vector fleld 向 景 场 的 ~ 晤 

Lie dragging 李 拉 虑 91, 113, 261, 267 
of & function 还 数 的 ~ 吧 
of a one-form 一 该 形 式 的 一 末 
of a region 区 域 的 ~ 地 3 
of a vector field ”向量 场 的 ~ 明 

Lie gronp 李 群 14, 35, 109, 114, 236 
abelian 阿 册 尔 ~ 130 
adjoint repBreseatation， 作 随 形 示 2337 
and invarianee 一 和 不 变性 工 寺 
component of the dentity 单位 元 分 去 120 
covering group 王立 群 427 
dis connected 未 连通 ~ 1230 
left and Tight translations 左 平 移 和 右 平 移 115 
Lie algebra of -一 的 李 代 数 115 
one-parameter subgroup of 人 的 单 参数 子 群 117，118 
fimply conneeted 单 连 通 ~。 126 
tangent bundle 心 的 切 从 117 
transitire action 可 迁 作 用 2336 

Lie sgnbalgebra 李子 代数 ”2340 

linear combination 线性 组 侣 起 

linear independence 线性 无 关 16 

linear trangformation 线性 变换 19 
compornents of 小 的 分 重 19 

”Liouvile’s theorem。” 刘 维 尔 定理 215 

Lorentz frame 洛 伦 兹 坐标 系 87, 38 

Lortentz group 沿 伦 楷 群 。、82, 341 

Lorentz transformation ” 洛 伦 兹 变换 82, 274 


manhifold 流 形 如 
analytice 解析 ~ 红 


#1 和 


complax 复 ~ 61 
diferentiakle 油分 ~ 28 
dilferential stracture 微分 结构 ”站 2 
dimension cf 一 的 给 数 ”28 
geodesically complete 测 地 完备 3263 
homoganeous 均 刁 的 《前 交 的) 一 234 236, 240 
isotropie 各 向 同性 的 一 323837 
miaximaly symmotrie 极 枯 对 称 性 内 计 ,2 机 
orientable [定向 49, 167, 320 
Riemannian 黎 党 ~ 13, 2~2377 
simply connected 单 连 通 一 126 
syiplectie 学 ~ 215 
map 映射 5 
composition 人 的 复合 了 
continuous 连续 ~ 8 
dual 对 偶 ~ 158 
exponential ”指数 ~ 209, 363，258 
generated by a congruenee 线 汇 生成 的 ~ 条 
into 到:…… 和 中 了 


inverge 说 ~ 人 6 


mny-i0-0De 几 对 一 5 
of pforms to 人 人 一切 -Vectorg 了 次 形式 到 (3 一 和 0 次 向 量 的 ~ 158 
one-to-one 一 对 一 6 
vonto 到 …… 上 了 
gtereographice 球 补 ~ 33 

matrix 拭 阵 60 
anti-Herinitian 反 厄 察 ~ 134 
blockE-diagonal form 分 块 对 角形 ”119 
canonical form 一 的 标准 形 119, j20，1233 
ecfactore of 一 的 祭 因 子 ” 引 
determinant 行列 式 中 
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qiagonal 对 角 ~ 81 
inverge 北 ~ 21, 22 
nonsingular 非 南 异 ~ 引 
orthogonal 正 次 一 遇 
Bingular 表 异 ~ 21 
trace 迹 223, 125 
transpose 转 置 20 
Mazweli identities 者 克 斯 韦 恒 等 式 306， 219 
Maxwelle equations 麦克 斯 韦 方 种 290 一 327 
metric 度 规 44, 45, 位 , 66, 94, 141, 218, 223, 231, 252, 268 
Euctidean 了 欧 风 日 得 ~ 0 
Minkowski 闵可夫 斯 基 ~ 82, 83 
sigpnatare ~ 的 符 卫 差 号 ,385 
metric tensor 度 规 张 腹 30, 234, 268 
as a map of vectors to one-formg 心 作为 疝 重 和 一 次 形式 之 阅 
的 一 个 映射 88 | 
.canonical form 一 的 标准 型 级 
indefinite 不定 器 
inverse 一 的 逆 383 
negative-definite 负 定 88 
Poaitive-definite 正定 83 
metric tensor fiela 度 规 张 量 场 84, 133 
local fatness 局 部 平 直 人 
signature 必 的 符号 盖 器 
metric Yolume element 磨 起 体积 元 167， 186, 201 241 
Minkowski metrie 阅 可 夫 斯 基 度 规 8 
Minkowski epace ”闵可夫 斯 基 空 间 87,，93, 224, 268, 271 
Mebing hand ”上 输 比 岛 斯 带 47 | 
not orientable 不 可 定向 152, 156, 157 
structure group 一 的 结构 群 ， 50 
muitiliaearity 多 重 线性 性 69 
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nn-tuple % 重 数 1, 18, 38 

fvector 允 次 向 最 i157 

neghborhood 邻 域 1 

generalized 推广 的 一 5 
Newtonian gravity 牛顿 引力 234 
morm 和 范 数 了 

了 aciideamn 欧 几 里 得 ~ 18 

normal coordinates 正规 坐标 263 
Dormal ome-form 和 址 直 的 一 炊 形式 18 


O(n) #4 维 正 交 群 、 虹 ,1 名 
ag a disconnected group ”~ 作为 不 连通 群 。123 
dimension oz 一 的 钨 数 ” ”13 

one-orm 一 次 形 忒 59 
名 a tensor ~ 作为 张 其 7 


tasie 基 ~ 后 . 
componen's ~ 的 分 量 67 
feld 一 场 本 


normal 和 王 直 的 一 186 
pictureof ~ 的 图 形 的 : 
one-parameter subhgroup 总 参数 子 群 117, 118 ， 
infinitesimal generator 无 穷 小 生成 元 19 
open set in R*" Rr 中 的 开 集 23,3. 
operator 牌子 11 
aga tensor 一 作为 张 量 了 
domain of 一 的 定义 域 了 2 
artension 鄙人 玉 的 扩大 13 
multiplicative 弯 法 ~ 263 
orientability 可 定向 性 和 9，151, 4167, 229 
internal 内 部 ~ 153 
orientatipn: 定 问 


1+ 


external 外 部 一 1456 

internal 内 部 ~ 3155 
orthogonal group 企 交 群 , 参 居 O(n 条 
outez product 外 积 73, 73 


pdelty symbol 和 次 人 符号 164 
eottraction of 一 的 缩 并 165 
parallel tramsport 平行 移动 358 255 
around a Ioop 绕 回 路 一 周 266 
parallclism 平行 性 ”9,252 
global 介 体 ~ 253, 268 
parallelogram rale 平行 四 边 形 法 则 18 | 
partial differenfial equations 凡 微 分 方程 ”169, 173, 191 
inteerability conditions 可 各 条 件 ”2 了 7; 197 
permuiation gronp 置 境 条 13 
phase spaca 丰 定 阅 ”35, 211, 218 
volunme form 一 中 的 依 积 形式 2] 
Poincaré lemma 席 扣 甘 引 理 176 
Poisson bracket 泊 检 庙号 “ 引 半 
prineip:e of equivalencs 等 从 上原 建 ”273 
prineiple of mediocrity 平 良 原 理 237 
principle of minimal coupling 最 小 确 侣 序 理 273 
produes sbacae 乘积 空间 455 
proper distance and time 本 扯 距 离 和 时 间 87 
pecoudo-norm 全 基数 ”局 ， 路 


quantum mechanics 量子 力学 他 
comnmutation relations 换 位 英 系 了 各 
quotient space 闻 空 间 139 


号 实数 集合 2 
A20* 


Rr" 4 重 实数 集合 工 
realization 实现 1 红 

faithful 忠实 的 ~， 131 

group adjoint 群 伴 随 一 1433 

of SO 的 SO(3) 的 ~ 188 

Erincipal 主 ~ 1832 

Progressive 右 一 ”132 

retrograde 遂行 ~ ”13 
relativity 相对 论 息 

general 广 迷 相对论 条 1，272. 274 

special “狭义 相对 论 ”82，84，87，274 
Fepreseafation 表示 131 

Bbstract 抽象 ~ 187 

adjoint 伴随 ~ 182 

irreducible 水 可 约 ~ 135 

of SOC3) SO 的 ~ 132, 135 
restriction of a form 形式 的 限制 150，192，295 
Rieci scalar 里 麻 和 标 最 31 
Rieci tengsor 里 奇 张 量 271 
Hiemann tensaor 黎 虹 张 量 263, 206 

namber of independent coraponents 一 省 立 分 量 的 个 数 364,271 
Riemannian geometry 艇 曼 几何 时 ,330,23 和 
Riemannian manifold 多 曙 流 形 313, 253~277 
right-jnvariant Yector field 洛 不 变 向 量 场 117 
rotation grounp 转动 类 ,和 参 寻 SO( 久 条 
rule of linearity 线性 律 19 


gcalar 榜 量 79 

covariant derivative of 一 的 协 变 导 数 ”355 
sectioning a form 对 形式 的 横 瞧 1514 
8hieax 切 变 2333 
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pienature 符号 益 了 有 4 85 

similarity transformation 相位 变换 2, 红 

gimply connected manifold 单 连通 流 形 ”1286 
attd cohomology 一 和 上 同调 391 

OC3) 二 维 转 动 群 1 

人 0(3) 三 维 转动 群 “35, 1228 一 134, 138, 201, 338, 341 
double-valued representationg of -~ 的 骏 值 素 示 . 138. 
fundamental representation of 一 的 基本 表示 138 
global topelogy 六 的 整体 拓扑 129 
not simply connectea 韭 单 连通 129 
realization of 一 的 实现 134 
raprosentalion et ~ 的 天 了 示 131, 135 

SO0Cn) 1 维特 殊 正 交 群 (转动 群 》 122, 237, 241 

Sorkin's model for charge 索 合 的 电 葵 宰 型 ”225 

sherical harmonics 球 谐 函数 ”133, 135 
as ejgen-funciions ~ 作为 本 征 函 数 136 
completenesg of ~ 的 完 种 性 ”135, 137, 302 
vector ”向量 ~ 201, 202, 243 

Bpberical symmetry 球 对 称 性 114, 133 

apinor 旋 景 138 

euare intergrability 平方 可 各 性 ”i411 

Stokes’ theorem 斯 托 克 斯 定理 181, 185, 188, 199 

stress tensor 应力 张 量 了 1 

SUt2) 二 维特 殊 商 群 138 
Qiffeomorphiec to the three-sphere 与 三 维 球 的 微分 间 竹 128 
double covering of SOC3) 501(3) 的 双重 覆盖 129 
global topology 一 的 兢 体 拓扑 、129 
Lie algebra of 一 的 李 代 数 ”135 

St 维特 珠 廿 群 134, 125 

subgroup 子 糙 14 

aubmanifold 子 流 形 98, 99, 113, 192, 198, 235 
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one-formsof 一 的 一 次 形式 “100 

tangent vectors of 信 的 急 向 量 100( 参 看 hypereurtace 条 ) 
symmetry， 对 称 (性 ) 

axial 轴 ~ 198, 11 
Bymmetry gronp: 对 称 性 群 

Zucliedan 欧 几 里 得 一 路 
EyYimplectic form 举 形 趟 214, 349 

inner produet 府内 积 215, 246, 218 

manifold 六 流 形 218 


tangent bundle 切 从 43, 半 4 
of a Lie group 李 群 的 ~ 117 
stricture gronp 一 的 结构 天 49 
tangant one-form 切 一 次 形式 ”6 星人 
tangent space 切 空 间 40 
tangent vector 切 向 量 如 
gpace of 一 空间 各 
Taylor expansion 索 勒 展开 11, 209 
tensor 张 罩 的 
antisynimetric 人 对 称 ~ 148 


cotmpleteiy antieymmetric part of tensor 必 的 完全 孝 对 称 圳 分 43 


complately antisymmetric tensor 宪 全 射 对 称 ~~ 144 
components of 一 的 分 蜡 ?2 
crdes ~ 的 阶 玉 4 
symmetrie 对称 一 ”80， 1 入 
好 pe of ~ 的 类 型 69 
tensor equation 张 量 方程 99 
tensor fe 了 一 莫 重 场 的 
components of 扩 的 分 是 72 
tersot operation 张 量 运算 79 
tensor product 张 量 积 73 
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扣 beTmodybamics 独力 学 205 一 2 站 
composite System 复 台 体系 206, 208 
entropy 精 205, 208, 210, 228, 230 
first law 一 第 一 定律 205 
second law 一 第 二 定律 ”205, 309 
tepographieal map 地形 图 的 
topological space ”拓扑 空 | 间 3 
topology; ”拓扑 
and eharge ~ 和 电 茶 ”224~226 
glohal 整体 ~ 1 33, 175, 263 
induced 话 导 的 ~ 3 生 
lvecal 局 部 ~ 1 
of SOF3) and SU SO 和 SC 的 ~ 49 
torsion tensor 扒 率 张 量 259, 261 
tracse 迹 22, 125 
transformation ]amw， 空 模 法 则 
tor basis onetorms 基 : 一 次 形式 的 一 ”75 
or basis vecters 基 而 景 的 一 75 
tor Christofel symbols 克里斯托弗 尔 符号 的 ~ 257 
for one-form components 一 次 形式 分 量 的 人 并 
or tensor components 张 最 分 量 的 ~ 了 7 
for vector components 向量 分 量 的 一 了? 
translation 平移 274 
translation group 平 称 群 村 
transpose 转 置 ”0 


Ul)-bnandle UIA 7 

[Ca s 维 西 群 。、124 

unit matrix 单 枉 矩阵 20 

unitary group 丁 群 :42t 

uniyerse 空 宙 , 参 痊 cosinology 条 
= 日 全 4 。 


vabhd tensor equation 异 成 空 的 张 量 方程 322 
vector 疝 景 38 一 4 
ag 3 tnsor 属 作 为 张 量 7 
components 心 的 分 量 16, 32, B68 
contravariant 道 变 ~ ff0, 76 
covariant 二 变 一 50, 76 
voctor field 间 量 场 ”41, 50 
components 圭一 的 分 量 4 
Covaliank derivative 心 的 协 变 导 帮 2354 
gradient of ~ 的 梯度 356 
二 amiltonian 哈密 顿 ~ 211, 213, 315 
infegral curves 积分 曲线 “入 
vector epace 疝 量 空间 了 6 
as 3 和 anitota ~ 作为 流 形 314, 3186 
complex 复 ~ 19, 61 
dimeneion 心 的 维 玫 “所 
YactoT SUbgpace 向 量子 室 间 6 
volumse eleament 体积 元 141 
volume form 体积 形式 1523, 315, 320, 233, 228,，2323,， 369 
inverse 六 的 道 159 
vorticity 瀣 量 228, 331 
consarvation of 和 守 福 ”282 


wedge product 物 积 147 

components ef ~ 的 分 量 148 

forms of avbitrary degree 任意 次 形式 的 一 148 
Weyl teusor 韦 尔 张 量 271 
Whesler’s modei for charge 意 勒 移 电 窒 模 曹 224 


zexo-torm 等 次 形式 147 
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